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Vorwort

Meine Damen und Herren, wir begrifien Sie recht herzlich an Bord unseres Fluges mit der
JuniorAkademie2k18 iiber Adelsheim. Wir bitten Sie jetzt, Ihre Sitzpldtze einzunehmen und
moglicherweise ablenkende Objekte sicher auflerhalb Ihrer Reichweite zu verstauen. Wir méchten
Sie nun mit der Dokumentation der Science Academy 2018 vertraut machen!

Dear Ladies and Gentlemen ... auch in diesem Sommer haben sich wieder 72 Passagiere auf
dem Gelédnde des Landesschulzentrums fiir Umwelterziehung, kurz: LSZU eingefunden, um mit
ihrer 30-kopfigen Crew aus Akademie-, Kurs- und KiiA-Leitenden die 16. Science Academy
Baden-Wiirttemberg zu erleben.

In jedem Jahr steht die Akademie unter einem besonderen Motto. Wie unschwer zu erraten
ist, drehte sich dieses Jahr alles um das Thema ,Fliegen“. Durch verschiedene Aktionen und
Denkanstofle dazu konnten die Zeit in Adelsheim und die vielen Erlebnisse, die hier schnell einmal
wie im Flug an einem vorbeirauschen, aus einer anderen Perspektive betrachtet und reflektiert
werden.

In den sechs Kursen lernten die Teilnehmerinnen und Teilnehmer die Welt des wissenschaftlichen
Arbeitens anhand verschiedener Themen kennen. Wéahrend die einen Tomaten gepflanzt, Schiffe
versenkt oder Nachrichten verschliisselt haben, wurden in anderen Kursen spannende Zaubertricks
durchschaut, das Thema Zeit beleuchtet oder professionelle Fotos geknipst.

Neben den rein fachlichen Aspekten konnten die Teilnehmerinnen und Teilnehmer hierbei auch
neue Arten zu Lernen und zu Arbeiten entdecken und Fahigkeiten wie beispielsweise ihre Prasen-
tationstechnik verbessern.



VORWORT

Auch wenn alle mit unterschiedlichsten Erwartungen, Hoffnungen und Wiinschen im Gepéck nach
Adelsheim gereist sind, so salen wir hier doch alle im selben Flieger und wuchsen schnell zu einer
groflen, bunten Gruppe zusammen. Die einzigartige Akademieatmosphére, die entsteht, wenn so
viele interessierte und motivierte Leute zusammenkommen, bringt viele spannende Gespréche,
neue Interessen und héufig auch bereichernde Freundschaften mit sich.

Auch wenn unsere Wege jetzt in verschiedene Richtungen gehen werden, wiinschen wir euch alles
Liebe und Gute, und dass Ihr noch lange vom Akademiefieber befliigelt seid. Wir freuen uns
darauf, euch wiederzusehen (vielleicht ja sogar in Adelsheim?), und jetzt bleibt nur noch zu sagen:
Sie konnen den Sicherheitsgurt nun wieder 16sen.

Wir wiinschen Euch und Ihnen viel Spafl und viele schéne Einblicke in unsere Akademiezeit beim
Lesen der Dokumentation!

Eure/Thre Akademieleitung

Tohauna Erod§ shavn O

Johanna Kroll (Assistenz) Johanna Rettenmeier (Assistenz)
“7q — ~
U{ OAe- ko /_(1 £ oA /27 /W\
-
y
Dr. Monika Jakob Jorg Richter
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KURS 4 - MATHEMATIK

Kurs 4: Mathematik — Magie? Keine Zauberei!

Einleitung

LoTTA BROKER, LINDA GULDEN,
VALERIE MULLER

Gezaubert wurde dieses Jahr im Mathematik-
kurs; wir dreizehn Teilnehmerinnen und Teil-
nehmer lernten verschiedene Zaubertricks mit
mathematischem Hintergrund kennen.

Dabei erarbeiteten wir uns auch viele span-
nende Themen, die {iber die Schulmathematik
hinausgehen. Die Stimmung war immer sehr
gut und es wurde viel gelacht. Riffle Shuffles so-
wie Tricks, die auch ein wenig Fingerfertigkeit
verlangen, wurden geiibt. Dabei war immer das
Pik Ass (unser Kurssymbol) die herbeigezau-
berte Karte. Wenn es dann aber ans Arbeiten
ging, waren alle ruhig und konzentriert. Sobald
die Kursleiter merkten, dass unsere Kopfe zu
stark rauchten, legten wir eine Pause ein, in
der wir Gruppenspiele wie zum Beispiel Ninja

spielten. Diese trugen dazu bei, unsere Grup-
pengemeinschaft zu starken.

Exkursion

Unsere kursspezifische Exkursion fiihrte uns
nach Heidelberg, in die Ausstellung ,Mathe-
liebe®. Dort bekamen wir eine Fiithrung durch
verschiedene Themenbereiche der Mathematik.
Diese waren sehr lebendig priasentiert. An jeder
Station mit einem bestimmtem Thema waren
Beispiele ausgestellt, die man aus dem Alltag
kennt. Unter anderem war bei den platonischen
und archimedischen Koérpern ein Fufiball als
Beispiel fiir einen abgestumpften Dodekaeder
und bei den Fraktalen ein Blumenkohl zu sehen.
Man konnte zudem viele Aufgabenstellungen
an den einzelnen Stationen ausprobieren, wie
zum Beispiel die Tiirme von Hanoi, ein mathe-
matisches Knobelspiel, welches auf einer alten
Sage beruht.
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Nach der Fiihrung erkundeten wir in Klein-
gruppen die wunderbare Ausstellung noch im
Detail. Am néchsten Tag sollte ndmlich jede
Gruppe eines der Themen aus der Ausstellung
prasentieren, unter anderem die Fibonacci-Zah-
len und den Goldenen Schnitt, die Zahl Pi,
den Satz des Pythagoras, den Fermat-Punkt,
Fraktale und die platonischen Koérper. Zum
Abschluss des Ausstellungsbesuches schauten
wir die Dokumentation ,,Colors of Maths* an.
Darin wurden fiinf beriithmte Mathematiker
vorgestellt, die uns mehr oder weniger mit eini-
gen lustigen Szenen im Gedéchtnis blieben. Die
,Colors® im Titel des Filmes bezogen sich auf
fiinf Sinne. Jedem Mathematiker war ein Sinn
zugeordnet, welcher sich in dem Abschnitt des
jeweiligen Mathematikers auch widerspiegelte.

Nach dieser unterhaltsamen Dokumentation
neigte sich unser Aufenthalt in Heidelberg auch
schon dem Ende zu. Zuriick am Bahnhof in
Adelsheim hatten wir grofles Gliick, denn wir
erwischten die einzige Busfahrt des Tages zum
Eckenberg-Gymnasium und ersparten uns da-
mit einen langen Fulweg. Die Exkursion berei-
tete uns allen viel Spaf}, denn sie war lehrreich,
interessant und lustig. Wir haben viele neue
Dinge kennengelernt und sind zudem als Grup-
pe noch mehr zusammengewachsen.

[

Sportfest

Uber das Sportfest wurde uns im Vorfeld so ei-
niges berichtet. Die einen Kursleiter sprachen
von einem Zehnkilometer-Lauf, die anderen
von einem Fiunfkilometer-Staffellauf. In den
Dokumentationen der letzten Akademien hat-
ten wir jedoch gelesen, dass das Sportfest eher
ein Gruppenspielwettbewerb ist. Diese Wider-
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spriiche lieen uns zu dem Entschluss kommen,
dass die Kursleiter uns auf den Arm nahmen,
was sich letztendlich auch als wahr erwies. Statt
also kilometerweit zu rennen, wie angekiindigt,
zogen wir ein Auto den Hiigel hoch, warfen
Papierflieger und Teebeutel mit dem Mund.
Dabei entwickelten wir unsere eigene Taktik:
Wir bauten eine Pyramide, um den Teebeutel
aus einer hoheren Position werfen zu kénnen.
Mit dieser Taktik, unserem tollen Spruch (1, 1,
2, 3 — Mathe rennt an euch vorbei! Bube, Da-
me, Konig, Ass — Mathe macht euch alle nass!)
und unseren Zauberkriften (?!) konnten wir
das Sportfest fiir uns entscheiden und damit
einen riesigen, getunten Obstkorb gewinnen.

Rotation

Es war Halbzeit bei uns in der Akademie, und
wie jedes Jahr fand auch das Présentieren unse-
rer Kursergebnisse in Form von einer Rotation
statt. Die Kurse préasentierten sich also gegen-
seitig ihre bisherigen Ergebnisse. Dafiir hatten
wir im Kurs die Themen aufgeteilt. Da un-
ser Kurs das Thema ,Zaubern mit Mathe“ im
Fokus hatte, prasentierten wir unsere Zauber-
tricks und erklarten anschlieBend die Mathe-
matik dahinter. Folgende Tricks wurden vorge-
fiihrt:

e Der 1001-Trick

¢ Der Bindrsystem-Trick
e Der rot=schwarz-Trick
e Der 27er-Kartentrick

Nach vielen Ubungsphasen war es dann so weit.
Wir préasentierten die Ergebnisse den anderen
Teilnehmern der Akademie und deren Kurslei-
tern. Nach der Rotation bekamen wir noch aus-
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fiihrliches Feedback von unseren Kursleitern,
welches sich fiir unsere Abschlusspriasentatio-
nen als sehr niitzlich erwies.

Abschlussprasentation

Viel zu schnell waren die zwei Wochen auch
schon beinahe um und wir mussten uns auf die
Abschlussprisentation vorbereiten. Wir nah-
men uns ein Beispiel an den anderen Kursen,
die bei der Rotation in ihren Kursrdumen Pos-
ter Uber ihre Themen aufgehéngt hatten, und
gestalteten in kleinen Gruppen Plakate zu un-
seren Kursinhalten. Wahrenddessen bereiteten
wir auch die Prasentationen vor. Jeder brachte
neue Ideen ein, wie man noch ein bisschen mehr
Show in die Zaubertricks einbauen konnte. Die
Prisentationen selbst waren ein voller Erfolg.
Die ‘Mathemagik‘ unseres Kurses verzauberte
die Zuschauer.

Unser Kurs

Carla In allen Lebenslagen, Carla fragen! Auch
genannt: Carlapedia; das wandelnde Le-
xikon. Top motiviert im Kurs aber auch
auflerhalb, quélte sie sich schon im Morgen-
grauen aus dem Bett fir eine kleine Jog-
gingrunde oder ein Beachvolleyballturnier
um 6:45 Uhr! Ein grofles Talent bewies sie
zudem bei der Theaterauffithrung.

Carolin Carolin war stets interessiert und ar-
beitete konzentriert, konnte uns aber auch
so richtig zum Lachen bringen. Mit ihrer
lustig-verriickten Art steckte sie uns alle
an. Bei Schwierigkeiten oder Problemen
gab sie nie auf und motivierte uns, es wei-
ter zu versuchen. Wahrend sie manchmal

an den leichten Aufgaben scheiterte, waren
schwierige Aufgaben fiir sie kein Problem.

Clemens Clemens hat unseren Kurs nicht nur
durch seine Meisterschaft in Gedankenma-
gie weitergebracht, sondern er war immer
motiviert bei der Sache, auch wenn er nicht
immer alles direkt von Anfang an gecheckt
hat (Achtung, Insider!). Er hat jede Aufga-
be mit einem Grinsen im Gesicht bewiéltigt
und war immer bei jedem Spaf} dabei.

Danny In den Pausen war Danny mit seinem
Pik Ass immer zu Spéflen bereit, doch im
Kurs war er voll konzentriert und entdeckte
manche Leichtsinnsfehler. Im Schach blieb
Danny sogar blind unschlagbar.

Jonas Jonas ist sehr wissbegierig und abso-
lut mathebegeistert. So nimmt er an vielen
Wettbewerben teil und konnte mit seinen
umfassenden Mathe-Kenntnissen zum Kurs
beitragen. Bei den Prasentationen hat er
mit seiner angenehm ruhigen Stimme ma-
thematisch sehr korrekt vorgetragen.

Jonathan Besonderes Konnen zeigte er beim
Sportfest, bei dem er den Kampfgeist des
Teams durch Anfeuern und gute Leistun-
gen aufrechterhielt. Eine besondere Idee
von ihm war es eine menschliche Pyramide
zu bauen, um unsere Weitwurf-Ergebnisse
zu verbessern, was einer der Griinde war,
warum wir den ersten Platz erreichten.

Lotta Lotta war immer freundlich und hat ei-
nem jederzeit gerne geholfen. Sie war eher
zuriickhaltend, aber beim Theater zeigte
sie herausragende Leistung und tiberrasch-
te alle mit ihrem selbstbewussten Auftreten.
Sie wurde immer schwach, wenn man etwas
Nussschokolade fiir sie hatte.

Linda Linda ist sportlich, kontaktfreudig und
war wahrend der Akademie immer gut ge-
launt. Bei der Kursarbeit war sie fleiflig
und hilfsbereit und hat immer nachgefragt,
wenn es Unklarheiten gab. Sie hat in den
zwei Wochen fiir gute Stimmung und Un-
terhaltung im Kurs gesorgt.

Moritz Moritz war ein sehr hilfsbereiter, mo-
tivierter und eher ruhiger Teilnehmer der
Akademie. Er war talentiert im Préasentie-
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ren und hat an den beiden Présentationsta-
gen unsere Zaubershow durch seine Schau-
spielkiinste sehr unterhaltsam gestaltet.

Nico Nico bereicherte unseren Kurs mit seinen

hervorragenden mathematischen Kenntnis-
sen. Es gab kaum einen Beweis oder Satz,
den er noch nicht kannte — einmal abgese-
hen vom Fermat-Punkt. Egal wie kompli-
ziert das Problem oder die Aufgabe war,
Nico meisterte es. Einzig und allein beim
Logarithmus stiefl er an seine Grenzen: Die-
sen kannte er noch nicht einmal.

Solveig Solveig musste beim Erdéffnungswo-

chenende sicher hundertmal erkldaren, wie
man ihren Namen richtig ausspricht. Aber
sie nahm es mit Humor und blieb geduldig.
Mit ihrer freundlichen Art und ihrer Nei-
gung dazu, Leute gerne einmal auf den Arm
zu nehmen, sorgte sie fiir gute Stimmung.
Mit ihrer Altflote und ihrer immer guten
Laune unterstiitzte sie auch das Orchester.

Tony Tony ist sehr aufgeschlossen und hilfs-

bereit, zudem ist er immer motiviert etwas
Neues zu erfahren. Tony kommt aus Syri-
en, beherrscht aber die deutsche Sprache
wie ein (Pik) Ass. Er setzte sich viel fiir
die Akademie ein, indem er zum einen die
Moderation beim Bergfest iibernahm und
zum anderen toll durch das Programm des
Hausmusikabends fiihrte.

Valerie Valerie war jeden Morgen joggen und

auch sonst fast immer in der Sport-KiA
unterwegs. Auf dem Weg zu unserer Exkur-
sion hat sie uns viel Neues und Interessantes
iiber Boden- und Geratturnen erzéhlt und
als wir am Wandertag nicht mehr weiter
wollten, fand sie immer noch Wege, uns zu
motivieren.

Silas Unser Schilermentor Silas stand uns im-
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mer mit Rat und Tat zur Seite. Obwohl
sein per Post zugeschickter Koffer etwas zu
spat ankam, hatte er stets gute Laune und
fiilhrte den Mathekurs beim Sportfest vol-
ler Elan zum Sieg. Jedoch mussten wegen
ihm zwei Teilnehmer bis zum Dokumenta-
tionswochenende warten, um ihr Pik Ass
wiederzubekommen.

Birgit Unsere super Kursleiterin Birgit hat uns
jederzeit geholfen und gerne Tipps gegeben.
Sie liel uns auch gerne mal knobeln und
knobelte fiir uns, wenn wir eine schwierige
Frage hatten. So konnten wir uns sicher
sein, dass wir nach der Mittagspause die
Antwort auf jede noch so komplizierte Fra-
ge hatten. Thre lockere Stimmung und ihr
motiviertes Auftreten hat zu einer ganz be-
sonderen Kursatmosphére gefiihrt, die fir
uns alle unvergesslich bleiben wird.

Maybritt Maybritt war eine grandiose Kurs-
leiterin. Dank ihren Erklarungen verstand
man sogar die komplizierteste Mathematik.
Zudem war sie immer freundlich, teilte an
ihrem Geburtstag ihren Kuchen mit uns
und hatte immer passende, mutmachende
Worte fiir einen, wenn man diese gerade
brauchte. Fiir das Eréffnungswochenende
reiste sie extra aus Cambridge an, wo sie
gerade ein Auslandstudienjahr verbrachte.

1001-Trick

VALERIE MULLER

Durchfiihrung

Der Zauberer erklirt dem Publikum: ,Wéhlen
Sie eine beliebige dreistellige Zahl. Fiigen Sie
diese noch einmal hinter die letzte Ziffer. Sie
erhalten eine sechsstellige Zahl (abc — abcabc).
Ich nenne Thnen nun eine Zahl, durch die Sie
Thre sechsstellige Zahl abcabc teilen. Den Rest,
der dabei entsteht, erhalten Sie in in zehnfacher
Hohe in Euro bar auf die Hand
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Beispiel:

Zahl: 579 — 579579, Divisor: 17
Rechnung;:

579579 : 17 = 34092 Rest 15
In diesem Fall erhélt der Zuschauer 150 Euro.

Natiirlich méchte der Zauberer kein Geld aus-
geben, schon gar nicht so hohe Summen! Dafiir
gibt es einen Weg fiir den Zauberer, um sicher-
zugehen, dass er kein Geld verliert.

Beispiel:

Zahl: 579 — 579579, Divisor: 11
Rechnung:

579579 : 11 = 52689 Rest 0

In diesem Fall erhalt der Zuschauer 0 Euro.

Der gleiche Rest entsteht bei den Divisoren 7,
13, 77, 91 und 143.

Erklarung

Das ,Hintereinander-Héngen* der Zahl ist im
Grunde eine Multiplikation mit 1001.

abc - 1000 = abc000

abc - 0001 = 000abc

abc - 1001 = abcabe

Die Zahl 1001 kann in ihre Primfaktoren 7,
11, 13 zerlegt werden. Also sind alle dreistelli-
gen Zahlen, die mit 1001 multipliziert wurden,
durch diese Primzahlen und deren Produkte
teilbar, sodass dabei der Rest Null entsteht.

Variante

Statt eine dreistellige Zahl zweimal hinter zu
schreiben, kann man auch eine zweistellige Zahl
dreimal hintereinander schreiben. Hierbei han-
delt es sich dann nicht mehr um eine Multiplika-
tion mit 1001, sondern um eine Multiplikation
mit 10101: ab — ababab

ab - 10000 = ab0000
ab - 00100 = 00ab00
ab - 00001 = 0000ab
ab - 10101 = ababab

Damit der Rest Null ist, muss der Zauberer die
Zuschauer durch 3, 7, 13, 37 oder deren Pro-
dukte teilen lassen. Dies sind die Primfaktoren
von 10101.

Bindrsystem

CLEMENS WEGGENMANN

Das Wort ,,binar*“ stammt von dem Lateini-
schen , binius“ und bedeutet so viel wie ,je
zwei“. Das Binér-, Dual- oder auch Zweiersys-
tem ist ein Stellenwertsystem. Stellenwertsyste-
me sind eine Art und Weise, Zahlen anzugeben.
Das Binérsystem wird vor allem in der Compu-
tersprache verwendet und besteht nur aus den
Ziffern 1 und 0, die dort fiir ,,an“ und ,,aus“ ste-
hen. Das bekannteste Stellenwertsystem ist das
Zehnersystem, also das System, mit dem wir
rechnen. Das Zehnersystem besteht aus 10 un-
terschiedlichen Ziffern {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
daher auch der Name. Nehmen wir uns nun
einmal die Beispielzahl 67358. Hier gibt die 8
die Einerstelle, die 5 die Zehnerstelle, die 3 die
Hunderterstelle usw. an. So entsteht folgende
Rechnung;:

67358 = (8-1) + (5-10) + (3 - 100)
+ (7-1000) + (6 - 10000)
Betrachtet man nun die Zahlen, mit denen
die einzelnen Ziffern multipliziert werden, so
lasst sich schnell Folgendes entdecken: Es
handelt sich dabei um Zehnerpotenzen, also
10°, 10%, 10% usw.
67358 lasst sich also auch anders schreiben.
67358 = (8-10°) + (5-10") + (3 - 10%)
+(7-10%) + (6 - 10%)
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Dezimal Potenz
1 10°
10 10!
100 10?
1000 10°
10.000 104
100.000 10°
1.000.000 106
10.000.000 107
100.000.000 108
1.000.000.000 107
10.000.000.000 1019

Das Zweiersystem funktioniert dhnlich wie das
Zehnersystem. Jedoch werden hier nur die Zif-
fern 0 und 1 verwendet und es wird mit Zweier-
Potenzen gerechnet.

(1011)9
=(1-2+1-2' +0-2241-2%)
=(1+24+0+8)10=(11)10

im Zehnersystem.

2er System | Dezimalsystem

1 1
10 2
11 3
100 4
101 )
110 6
111 7
1000 8
1001 9
1010 10
1011 11
1100 12
1101 13
1110 14
1111 15
10000 16

Natiirlich kann man auch im Binérsystem rech-
nen:

(101)g + (10)3 = (111),

Wie im Dezimalsysem wird iibertragen, doch
nicht sobald 10 oder mehr erreicht wird, son-
dern schon bei 2 oder mehr.

(101)2 + (1)2 = (110)2
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Ein besonderes Beispiel dafiir wére:
(11111)2 + (1)2 = (100000)4
Die allgemeine Formel dafiir lautet:

20 Lol 4o =9ontl

Binarsystem-Trick

LINDA GULDEN, LOTTA BROKER

Durchfiihrung

Der Zauberer verteilt sieben Karten an die
Personen in der ersten Reihe. AnschliefSend
verldsst er den Raum. Ein Zuschauer nennt
eine Zahl zwischen 1 und 100. Die Personen,
welche die Zahl auf ihrer Karte sehen, stehen
auf. Der Zauberer kommt wieder herein und
nennt die Zahl des Zuschauers.

Erklarung

Die sieben Karten des Tricks sind von links
nach rechts sortiert. Die stehenden Personen
symbolisieren Einser, die sitzenden Nullen. Auf
den Karten stehen jeweils alle Zahlen, die im
Bindrsystem an dieser Stelle eine Eins haben.
Auf Karte Eins: xxxxxx1

Auf Karte Zwei: xxxxx1x

USW.

Der Zauberer muss somit die entsprechenden
Zweierpotenzen der stehenden Personen zusam-
menaddieren.

Der 27-Karten-Trick

MORITZ WARMUTH

Der Trick

Der Zauberer bittet einen Freiwilligen aus dem
Publikum, eine Karte aus einem 27-Karten-
Deck zu ziehen und sie dem Publikum (aber
nicht dem Zauberer) zu zeigen. Anschlieend
darf der Freiwillige die Karte unter die restli-
chen Karten mischen. Der Zauberer fragt den
Freiwilligen auch noch nach seiner Lieblings-
zahl n zwischen 1 und 27. Er legt dann die
Karten vom verdeckten Stapel von oben nach
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unten in drei offene Stapel aus: erst eine Karte
nach links, dann eine in die Mitte, dann eine
nach rechts, dann wieder eine nach links usw.,
bis 3 offene Stapel aus je 9 Karten entstanden
sind. Der Zuschauer muss wiahrend des Aus-
teilens auf seine Karte achten und sagt dem
Zauberer nach dem Austeilen, in welchem Sta-
pel sich seine Karte befindet. Der Zauberer legt
die drei offenen Kartenstapel wieder zu einem
verdeckten zusammen. Anschliefend wieder-
holt er diesen ganzen Prozess noch zweimal.
Am Schluss legt der Zauberer n Karten vom
Stapel ab, und die n-te Karte ist die Gesuchte!

Erklarung

Wenn der Zuschauer die Lieblingszahl n nennt,
rechnet der Zauberer n — 1 schnell ins 3er-
System um. Da die Zahl zwischen 1 und 27
liegt, und der Zauberer vor dem Umrechnen ins
3er-System 1 von der Zahl subtrahiert, hat die
Zahl im 3er-System maximal 3 Stellen. Wenn
der Zauberer die Karten in 3 Stapel ausgelegt
hat und weif}, in welchem sich die gesuchte
Karte befindet, legt er sie anhand der ins 3er-
System umgerechneten Zahl n — 1 wie folgt
zusammen:

ler 3er OQer
Oben 0 0 0
Mitte 1 1 1
Unten 2 2 2
Austeilen | 1. 2. 3.

So miissen die Stapel zusammengelegt werden

Durch dieses Zusammenlegen ist die gesuchte
Karte am Ende immer die n-te Karte.

Beispiel

Lieblingszahl: 22. 22 — 1 = 21. Im 3er-System:
210, das heiflt kein ler, ein 3er und zwei 9er.
Also muss der Zauberer den Stapel, in dem
die gesuchte Karte ist, nach dem ersten Aus-
teilen auf die beiden anderen legen, nach dem
zweiten zwischen die beiden anderen und nach
dem dritten unter die beiden anderen. Durch
dieses Zusammenlegen ist die gesuchte Karte
am Ende die 22. Karte.

Siehe auch YouTube:
Beautiful Card Trick — Numberphile

Kombinatorik

CAROLIN SCHAFER, TONY ALNASRI

Die Kombinatorik beschéftigt sich mit der
Anzahl von Kombinationen, die mit einer
bestimmten Anzahl von Objekten moglich
sind. Wir haben uns in diesem Zusammenhang
mit vier Féllen beschéftigt und uns fiir jeden
eine Formel erarbeitet. Unterschieden haben
wir zwischen Vorgéngen, bei denen man die
Objekte mehrmals auswéhlen kann, und
solchen, bei denen dies nicht moglich ist.
Auflerdem war uns die Reihenfolge, in der die
Objekte ausgewédhlt wurden, in einem Fall
wichtig und im anderen unwichtig. Wenn man
diese Kriterien kombiniert, ergeben sich vier
Moglichkeiten: die vier Falle, mit denen wir
uns beschéftigt haben.

—

1. Fall

Man besetzt k& Stellen mit n Objekten,
wobei Wiederholungen erlaubt sind und
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die Reihenfolge, in der man die Objekte
auswahlt, wichtig ist.
Formel: n¥

Beispiele:

e Man hat ein Passwort mit vier Stellen und
darf nur Grof3buchstaben benutzten. Wie
viele Mo6glichkeiten hat man fiir das Pass-
wort? 4 Stellen (k = 4); 26 GroSbuchstaben
(n = 26)

n* = 26*

o Man hat einen Fragebogen mit 10 Ja-/Nein-
Fragen. Wie viele Moglichkeiten hat man
den Fragebogen auszufiillen? 10 Fragen (k =
10); 2 Antwortmoglichkeiten (n = 2)

ok — 910

e« Wie viele Moglichkeiten gibt es aus zehn
Schiilern eine beliebige Anzahl Schiiler aus-
zuwéahlen? 10 Schiiler (k = 10); 2 Moglich-
keiten einen Schiiler auszuwéhlen oder nicht
(n=2)

nk — 910

2. Fall

Man besetzt k Stellen mit n Objekten, wobei
Wiederholungen nicht erlaubt sind und
die Reihenfolge, in der man die Objekte aus-
wahlt, wichtig ist.
Formel:
n!
(n—k)!

=n-(n—1)-...-(n—k+1)

Beispiele:

e Am Sportfest haben sechs Teams teilgenom-
men. Wie viele Moglichkeiten gibt es fiir
die ersten drei Pliatze? 6 Teams (n = 6); 3
Platze (k = 3)

n! 6!

(n—k)! (6—'3)! =654

e Man hat zehn Biicher und méchte zwei da-
von lesen. Wie viele Moglichkeiten hat man,
wenn einem nicht egal ist, welches Buch man
zuerst liest? 10 Biicher (n = 10); 2 ausge-
wéahlte Biicher (k = 2)

n!
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3. Fall

Man besetzt k Stellen mit n Objekten, wobei
Wiederholungen nicht erlaubt sind und
die Reihenfolge, in der man die Objekte aus-
wéahlt, unwichtig ist.

Formel:

n n!
(k) " (n— k)l k!

Anmerkung: 0! wird dabei als 1 festgesetzt.

Beispiel: Im Fernsehen werden die Lottozahlen
genannt. Wie viele Moglichkeiten gibt es? 49
Zahlen (n = 49); 6 gezogene Zahlen (k = 6)

n\ n! B 49!
k)  (n—k)! k! (49 —6)!-6!

_49-48-47-46-45- 44

6!

4. Fall

Man wahlt n Objekte und hat k£ Sorten zur Aus-
wahl, wobei Wiederholungen erlaubt sind
und die Reihenfolge, in der man die Objekte
auswahlt, unwichtig ist.

Formel:

n+k—1
k—1
Beispiel: Jorg schickt den Mathekurs Getréanke
einkaufen. Wir sollen fiinf Flaschen kaufen und
kénnen zwischen Apfelsaft, Johannisbeersaft

und Wasser wahlen. Wie viele Flaschen wir
jeweils kaufen, konnen wir selbst entscheiden,
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wichtig ist nur, dass wir insgesamt fiinf Flaschen
haben. 5 Flaschen (n = 5); 3 Sorten (k = 3)

n+k—-1\ (5+3-1\ (7
k-1 ) \ 3-1 ) \2
Binomialkoeffizient und pascal-

sches Dreieck

JONAS ARNDT, TONY ALNASRI,
CAROLIN SCHAFER, DANNY Y1

Einfiihrung zum Binomialkoeffizienten

Der Binomialkoeffizient ist eine mathematische
Funktion. Mit seiner Hilfe l4sst sich eine der
Grundaufgaben der Kombinatorik 16sen. Er
gibt an, auf wie viele verschiedene Arten man
k Objekte aus einer Menge von n verschiede-
nen Objekten auswéhlen kann (ohne Zuriick-
legen, ohne Beachtung der Reihenfolge). Der
Binomialkoeffizient ist also die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge. Er wird dargestellt als () (sprich,n
iber k“). (7) ist eigentlich nur eine Abkiirzung:

n n!
(k) T (n— k)R

Den Binomialkoeffizienten findet man auch im
pascalschen Dreieck.

=F

"7 BT (e o

Pascalsches Dreieck

Das pascalsche Dreieck war eines der grofien
Themen, die wir wihrend der Akademie behan-
delten. Wir begannen damit gleich am ersten
Kurstag der Sommerakademie. Das pascalsche

Dreieck ist eine Darstellung von verschiedenen
Zahlen; dabei addieren sich zwei nebeneinan-
derstehende Zahlen zur darunterstehenden (sie-
he unten). Das pascalsche Dreieck kann daher
auch als ,,Additionsmauer“ bezeichnet werden.

In der obersten Zeile steht nur eine 1. In jeder
zusétzlichen Zeile kommt eine Zahl hinzu, so-
dass es in der n-ten Zeile n + 1 Objekte gibt.
Die Zahlen an den Seiten sind immer 1, da sie
jeweils nur einen Summanden haben.

n 0 k
0 1 s 1
—
________ / ,
=1 /1
7 = 1 2 1 3
v ooy
3 = 1 3 3 1 V4
4 = 1 4 6 4 1

Pascalsches Dreieck

Es gilt nun:

1. Die Zahlen im pascalschen Dreieck stellen
die Binomialkoeffizienten dar. Dabei ist die
Variable n als Zeilenindex und die Variable
k als Spaltenindex zu interpretieren; Die
Zahlung beginne bei 0.

Das pascalsche Dreieck ist ergo wie folgt
aufgebaut:

Dies gilt aufgrund von

n n n _(n+1
k k+1) \k+1)
2. Es besteht eine Achsensymmetrie, denn es
gilt

(£)=(")
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Dies wird wie folgt bewiesen:

Der Binomialkoeflizient ist definiert als

n n!
(k:) T (n— k)R

Es wird nun (Z) zu (nﬁk>

umgeformt:

n! n
T (k)R (k:)

Man kann sich auflerdem Folgendes iiberle-
gen:

In der n-elementigen Menge M existiert zu
jeder k-elementigen Teilmenge ein Komple-
ment, welches n—k Elemente enthélt. Somit
ist die Anzahl der unterschiedlichen Teilmen-
gen gleich.

3. Die dufleren Zahlen sind immer 1, da

§-)-

Dies wird wie folgt bewiesen:

n\ n! _nﬁ!_1
0) 0-(n—0) n!

ny n! _on! _1
n) nl-(n—n) a0

Aufgrund einer anderen Herangehensweise
ist ein weiterer Beweis moglich:

Eine Menge M enthalt nur eine 0-elementige
Teilmenge, sowie:

Eine n-elementige Menge M enthilt nur
eine n-elementige Teilmenge.

4. Die zweite bzw. zweitletzte Zahl der n-ten
Reihe entspricht n wegen

[)=(5) =

70

Der Beweis dazu ist:

n n! n!
(1) U -1 -1 "

Nach 2. gilt nun

(-5

Man kann sich auflerdem Folgendes iiberle-

gen:

Eine n-elementige Menge M enthélt genau n
1-elementige Teilmengen, da jedes der n Ele-
ment der Menge eine 1-elementige Teilmen-
ge darstellt. Weiterhin enthélt diese Menge
M genau n (n — 1)-elementige Teilmengen,
da jede (n — 1)-elementige Teilmenge der
Menge M genau ein Element der Menge
M nicht enthélt; dafiir gibt es demnach n
Moglichkeiten.

Eine niitzliche Anwendungen des pascalschen
Dreiecks ist es, die Werte der Binomialkoeffizi-
enten mit niedrigem n und k zu ermitteln, da
sich das pascalsche Dreieck auch ohne Berech-
nung der entsprechenden Binomialkoeffizienten
bilden lasst (durch die Additionsmauer).

Allgemeine binomische Formeln

Wenn wir (z+y)" fiir verschiedene n ausmulti-
plizieren, merken wir, dass wir das Ganze mit
dem Binomialkoeffizienten einfacher rechnen
koénnen.

Zum Beispiel gilt:

(z +y)* = 2% + 22y + ¢

Nun schauen wir in die 2. Reihe des pascalschen
Dreiecks und erkennen, dass die Koeflizienten
genau die Binomialkoeffizienten sind:

oot (s (o )
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Gilt auch fiir (z + y)3 und (z + y)*:

o= (o
()
oot e (o

(e

Und allgemein fiir n:

(x4+y)" = <g> "+ <7ll> 2"yt

+< n )xlyn—l_i_(n)yn
n—1 n

Wabhrscheinlichkeitsrechnung

CAROLIN SCHAFER, TONY ALNASRI

Beim Thema Wahrscheinlichkeiten haben
wir uns zundchst mit grundlegenden Rechen-
moglichkeiten wie dem Baumdiagramm und
den Pfadregeln, die man auch in der Schule
lernt, beschaftigt. Auflerdem haben wir bei
komplexeren Aufgabenstellungen mit der
hypergeometrischen Verteilung gerechnet.

Bei einem Laplace-Experiment sind alle Er-
gebnisse gleichwahrscheinlich. Die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses lésst sich dann allge-
mein berechnen, indem man die Méglichkeiten,
welche zu dem Ereignis gehoren, durch alle
Moglichkeiten teilt:

P(Ereignis) = Anzahl der giinstigen Flle

Anzahl der méglichen Fille

Baumdiagramm und Pfadregeln

Mithilfe eines Baumdiagramms lasst sich der
mogliche Ablauf eines mehrstufigen Zufallsex-
periments mit endlich vielen moglichen Ergeb-
nissen darstellen und analysieren. Zudem ist es

damit moglich, auf Grundlage der ersten und
zweiten Pfadregel die Wahrscheinlichkeiten fiir
zusammengesetzte Ereignisse eines solchen Ex-
periments in einfacher Weise zu berechnen.

Erste Pfadregel (Produktregel)

Bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist
die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses gleich
seiner Pfadwahrscheinlichkeit, d. h. gleich dem
Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des
Pfades, der dem zugehorigen Ergebnis im
Baumdiagramm fiihrt.

Beispiel: 3-maliges Wiirfeln

(SN}

o

Abbildung zur ersten Pfadregel

P(6; keine 6; keine 6)
1 55 25

T 6 6 6 216
~0,1157 = 11,57%
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Zweite Pfadregel (Summenregel)

Bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist
die Wahrscheinlichkeit eines (zusammengesetz-
ten) Ereignisses gleich der Summe der Wahr-
scheinlichkeiten aller Pfade, die zu seinen zu-
gehorigen Ergebnissen fiihren.

Beispiel: 3-maliges Wiirfeln

5
6

1
6

5
6 IIIE'II \%\\[::::::J
6

Keine 6

[N

2 Keine 6

| =
ml»—n;@lm
c\|u1f

N =

Abbildung zur zweiten Pfadregel

P(dreimal 6 oder (6; keine 6; keine 6))
1 1 1 25 26

66 6 216 216
~0,1204 = 12,04 %

Hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung kann man
anwenden, wenn man n Objekte hat, von de-
nen nj; Objekte eine bestimmte Kigenschaft
haben, die die restlichen ny Objekte nicht ha-
ben. Jetzt wihlt man aus den n Objekten k
Objekte ohne Wiederholung aus, von denen k;
Objekte die Eigenschaft haben sollen und ko
Objekte nicht. Die Reihenfolge, in der man die
Objekte auswahlt, ist unwichtig. Um die Wahr-
scheinlichkeit fiir dieses Ereignis zu berechnen,
benotigt man folgende Formel, die hypergeo-
metrische Verteilung:

(M) - (32)
(k)

Beispiel 1: In einer Urne befinden sich 8 rote
und 7 weile Kugeln. Ohne Zuriicklegen werden

P=

72

vier Kugeln gezogen, wobei die Reihenfolge un-
wichtig ist. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit
P, dass man aus der Urne drei rote und eine
weifle Kugel zieht?

8 rote Kugeln (n; = 8); 7 weifle Kugeln (ng =
7); insgesamt 15 Kugeln (n = 15); 4 gezogene
Kugeln (k = 4); 3 rote, gezogene Kugeln (k; =
3); 1 weifle, gezogene Kugel (k2 = 1)

00
P="m =

~ 0,29 =29%

Beispiel 2: Dies kann man beliebig erweitern.
In einer Urne befinden sich 3 griine, 6 blaue
und 5 gelbe Kugeln. Man zieht 8 Kugeln ohne
Zuriicklegen und ohne die Reihenfolge zu be-
achten. Wie wahrscheinlich ist es, dass man 2
griine, 2 blaue und 4 gelbe Kugeln zieht? 3 grii-
ne Kugeln (n; = 3); 6 blaue Kugeln (ng = 6);
5 gelbe Kugeln (ng = 5); insgesamt 14 Kugeln
(n = 14); 8 gezogene Kugeln (k = 8); 2 griine,
gezogene Kugeln (k; = 2); 2 blaue, gezogene
Kugeln (k2 = 2); 4 gelbe, gezogene Kugeln
(ks =4)

O 000
P T

~ 0,075 =7,5%

Geburtstagsproblem

Das Geburtstagsproblem hat, wie der Name
schon sagt, mit Geburtstagen zu tun. Es geht
darum, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
dass mindestens 2 aus n zufillig ausgewihlten
Menschen am gleichen Tag Geburtstag haben.
Losung: Wir demonstrieren die Rechnung fiir
eine Gruppe von 25 Personen (n = 25). Wir
bestimmen zuerst die Gegenwahrscheinlichkeit,
dass das Ereignis (2 aus 25 Personen haben am
gleichen Tag Geburtstag) nicht eintrifft. Die
erste Person hat 365 Tage zur Auswahl, um
Geburtstag zu haben. Der zweiten Person blei-
ben jetzt nur noch 364 Tage, um Geburtstag zu
haben, weil wir ja nicht wollen, dass zwei Per-
sonen am gleichen Tag Geburtstag haben. Der
dritten Person bleiben jetzt noch 363 Tage, um
Geburtstag zu haben, weil wir ja wollen, dass
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auch die dritte Person an einem Tag alleine
Geburtstag hat. usw. Die 25. Person hat nur
noch 341 Tage frei, um Geburtstag zu haben.

_ 865 364 363 342 341
" 365 365
~0,4313 = 43,13 %

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass 25 Perso-
nen an verschiedenen Tagen Geburtstag haben.
Die beiden Wahrscheinlichkeiten, dass alle an
verschiedenen Tagen Geburtstag haben, und
dass mindestens zwei am gleichen Tag Geburts-
tag haben, miissen addiert 100 % ergeben. Wir
ziehen davon die unerwiinschten Fille (alle an
verschiedenen Tagen) ab.

1—-0,4313 = 0,5687 = 56,87 %

Das ist jetzt die Wahrscheinlichkeit, dass min-
destens 2 aus 25 Personen am gleichen Tag
Geburtstag haben. So einen hohen Wert er-
warten die wenigsten. Daran sieht man, dass
es sich lohnen kann, Wahrscheinlichkeiten zu
berechnen, weil der erste Schein oft triigt.

Vollstandige Induktion

N1ico HORSAK

Die vollstandige Induktion ist eine Beweisme-
thode aus der Mathematik, mithilfe derer man
Aussagen tiber alle natiirlichen Zahlen bewei-
sen kann. Die Idee besteht darin, dass man
die Aussage fiir einen Sonderfall, die kleinste
Zahl, beweist und durch die Annahme, dass
sie fir n Elemente gilt, beweist, dass sie auch
flir n + 1 Elemente gilt. Diese Beweistechnik
haben wir uns zusammen im Kurs erarbeitet
und an vielen Beispielen aus der Mathematik

angewandt, zum Beispiel an der gaufischen
Summenformel, die wir hier auch beweisen
wollen. Auflerdem haben wir mit ihrer Hilfe
auch den ,,Gilbreath“-Zaubertrick bewiesen.

Die gauBBsche Summenformel besagt: Fiir alle
n € N gilt

n(n+1).

1+2+3+...+n= 5

Zuerst kommt der Induktionsanfang, bei
dem die Aussage fir die kleinste Zahl gezeigt
wird:

Induktionsanfang: n =1

1-(1+1)

1=
2

Als Néchstes kommt der Induktionsschritt,
welcher aus drei Teilen besteht:

¢ Induktionsannahme. Bei dieser wird die
Aussage fiir ein n als giiltig angenommen.
Das ist moglich, weil nach Induktionsanfang
gezeigt wurde, dass sie fiir ein n gilt:

Induktionsannahme:

n(n+1)

1+2+3+...+n= 5

e Nun kommt die Induktionsbehauptung.
Es wird behauptet, dass die Aussage da-
durch, dass sie fiir n gilt, auch fiir n 41 gilt.
Induktionsbehauptung;:

(n+1)(n+2)

1+...4+n+n+1= 5

¢ Die Induktionsbehauptung wird nun durch
Umformung und unter Verwendung der In-
duktionsannahme bewiesen.
Beweis:

(n+1)(n+2)
2
n(n+1) n?+3n +2
T ptl= TS
2 2

snn+1)+2n+2=n>+3n+2

en’+3n+2=n>+3n+2

1+...4n+n+1=

Da nun nach Umformungen gezeigt wurde, dass
die Gleichung, da sie fiir n stimmt, auch fiir
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n + 1 stimmt, ist sie fiir alle n bewiesen, denn
nun kann n + 1 einfach als n angesehen wer-
den, was beweist, dass die Formel auch fir das
néchsthohere n gilt. Das kann man sich wie
einen Dominoeffekt vorstellen.

Gilbreath Trick

SOLVEIG DENGLER

Der Trick

Vorbereitung: Bereite einen Stapel mit n roten
und n schwarzen Karten vor, die abwechselnd
liegen.

Durchfithrung: Der Zauberer zéhlt nun die Kar-
ten von oben von dem Stapel einzeln herunter
und der Zuschauer sagt ungefihr bei der Halfte
»Stopp“ So entstehen zwei Stapel. Nun macht
der Zuschauer einen Riffle Shuffle mit diesen
beiden Stapeln und der Zauberer legt ein Tuch
iiber den entstandenen Kartenstapel. Der Zau-
berer zaubert nun immer eine schwarze und
eine rote Karte hervor.

Begriindung

Aussage

Es liegen immer eine rote und eine schwarze
Karte paarweise zusammen. So sind die erste
und die zweite Karte, sowie die dritte und die
vierte Karte usw. immer ein rot-schwarzes Paar.
(Hierbei ist jedoch noch nicht klar, welche Karte
rot und welche Karte schwarz ist.)
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Beweis (durch Induktion nach n)

Induktionsanfang: n = 1: Aussage wahr
(Wenn wir eine rote und eine schwarze Kar-
te haben, so miissen die rote und die schwarze
Karte als Paar zusammen liegen.)
Induktionsschritt: n = n + 1
Induktionsannahme: Die Aussage gilt fiir n.
Induktionsbehauptung: Die Aussage gilt
fiir n + 1.

Beweis: Nimm einen Stapel mit 2(n + 1) Kar-
ten (rot/schwarz abwechselnd) und bilde zwei
Stapel wie oben. Die Farben der untersten bei-
den Karten sind verschieden, da zu Beginn
die oberste und unterste Karte des Stapels
verschiedene Farben hatten und die ehemals
oberste Karte durch das Herunterzahlen (vor
dem Stopp-Sagen) jetzt die untere des zweiten
Stapels ist.

Wir nehmen an, dass die rechte untere Karte
rot ist. Wo ist sie nach dem Riffle Shuffle?

Fall 1: Die rote Karte liegt ganz unten. Uber
ihr liegt die schwarze des rechten oder die
unterste (schwarze!) des linken Stapels.
= Die beiden unteren Karten des neuen
Stapels bilden ein rot-schwarzes Péarchen.

Fall 2: Sie liegt als zweite Karte von unten.
Unter ihr muss also die schwarze Karte des
linken Stapels liegen.
= Die unteren Karten bilden ein rot-
schwarzes Pérchen.

Fall 3: Sie liegt mindestens als dritte von un-
ten.
= Die untersten Karten des neuen Stapels
sind die untersten Karten des linken Teil-
stapels, also ein Pérchen aus Schwarz und
Rot.

Entfernen wir nun das unterste Péarchen, liegt
dariiber ein Stapel aus 2n Karten, die durch
Abzéhlen und Riffle Shuffle aus 2n abwech-
selnd gelegten Karten entstanden sind. Nach
Induktionsannahme sind dies n rot-schwarze
Pérchen.

Varianten

Statt den Stapel zu Beginn nur nach Schwarz-
Rot zu sortieren, ist es auch moglich, ihn auch



KURS 4 - MATHEMATIK

nach allen vier verschiedenen Farben zu sortie-
ren (immer gleiche Reihenfolge!). Dann haben
immer vier Karten, die zusammen liegen, alle
vier verschiedenen Farben. So kann man auch
nach Werten sortieren und sieben verschiedene
Werte immer in derselben Reihenfolge anord-
nen. Somit haben sieben iibereinander liegende
Karten immer sieben verschiedene Werte.

Modulo-Rechnung

CARLA BAER, JONATHAN NOTTER

FEines unserer Kursthemen war die Modulo-
Rechnung, welche nicht nur bei uns, sondern
auch bei den Informatikern von Bedeutung war.
Zuerst haben wir uns das Grundprinzip klar
gemacht und anschlieflend diverse Rechenre-
geln kennengelernt und diese bewiesen. All das
war notig, um anschliefend mit Hilfe dieser Re-
chenmethode einige unserer Tricks (wie z. B.
den Unméglich-Trick) verstehen und erklidren
zu kénnen.

Das Rechnen mit Modulo ist eigentlich nichts
anderes als das Rechnen mit Rest. Und das
machen wir jeden Tag: Wollen wir zum Bei-
spiel 22 Uhr plus 8 Stunden rechnen, so lautet
unsere Antwort nicht 30 Uhr, sondern 6 Uhr.
Wir teilen also durch 24 und betrachten nur
den Rest (in diesem Beispiel 6) als Ergebnis.
Beim Modulo-Rechnen ist also nur der Rest
entscheidend, den eine Zahl beim Teilen durch
n (im Beispiel war n = 24) lésst.

Allgemein gilt: Wenn zwei Zahlen a,b beim
Teilen durch n den gleichen Rest lassen, sind sie
kongruent modulo n. Dafiir schreibt man:

a=b (mod n)

Um Aufgaben zur Modulo-Rechnung l6sen zu
kénnen, mussten wir uns zuerst die bereits er-
wahnten Rechengesetze aneignen. Hier ein klei-
ner Auszug dieser Gesetze:

Haben wir beispielsweise zwei Gleichungen mit
demselben Modulus (das heifit, sie werden bei-
de durch die gleiche Zahl geteilt), so lassen sich
diese beiden addieren bzw. subtrahieren:

Man nehme die beiden Gleichungen a = b und
¢ = d (modulo n, fiir ein n € N). Dann gilt:
a+c = b+ d sowie a — ¢ = b — d. Dasselbe gilt
auch fiir die Multiplikation: a - ¢ =b - d.

Fiir die Modulo-Rechnung gibt es viele inter-
essante Anwendungen. Hier ein Beispiel:

Was ist 22018 (mod 5) ? Betrachtet man

20 21 92 93 erkennt man eine bestimmte
Reihenfolge:

29 =1 (mod 5)

2! =2 (mod 5)

22 = 4 (mod 5)

23 =3 (mod 5)

2 =1 (mod 5)

Es wiederholt sich also die Folge: 1,2,4,3, ...

Betrachtet man die Exponenten, kann man
diese Regel aufstellen:

1 (mod 5) falls z =0 (mod 4)
o — 2 (mod 5) falls x =1 (mod 4)
4 (mod 5) falls x =2 (mod 4)
3 (mod 5) falls x = 3 (mod 4)

Nun zuriick zur Anfangsaufgabe: Was ist
22018 (mod 5)?

Wegen 2018 = 2 (mod 4) ist laut unserer Regel
22018 = 4 (mod 5)
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Schubfachprinzip

SOLVEIG DENGLER

Das Schubfachprinzip ist ein mathematisches
Prinzip. Es besagt: Wenn m Objekte in n
Kategorien aufgeteilt werden und m > n ist,
dann muss es mindestens eine Kategorie geben,
die mindestens zwei Objekte enthélt.

Beispiel: Ich habe drei T-Shirts und zwei Schub-
laden, so miissen sich in einer der beiden Schub-
laden mindestens zwei T-Shirts befinden.

Beweisen mit dem Schubfachprinzip

Beim Beweisen mit dem Schubfachprinzip
muss man zuerst die Kategorien und die
Objekte definieren und dann diese zum
Beweisen nutzen.

Beispiel 1: Gegeben seien eine Gerade und ein
Dreieck ABC. Die Gerade geht durch keinen
Punkt des Dreiecks. Zeige, dass die Gerade
nicht alle Seiten des Dreiecks schneidet.

Kategorien: die beiden Fléchen auf der rechten
und der linken Seite der Gerade

Objekte: drei Ecken des Dreiecks

= Zwei Ecken des Dreiecks liegen in einer
Fléache rechts oder links neben der Gerade, da
die Anzahl der Objekte grofler ist als die der
Kategorien. Somit kann die Gerade die Seite
zwischen diesen Ecken nicht schneiden.

Beispiel 2: Wir betrachten die Zahlen
1,2,...,2n und nehmen eine beliebige (n + 1)-
elementige Teilmenge davon. In dieser Teilmen-
ge gibt es dann immer zwei Zahlen, die keinen
gemeinsamen Teiler haben.
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Objekte: n + 1 Zahlen in der Teilmenge
Kategorien: 1 und 2,3 und 4, 5und 6, ...2n—1
und 2n (immer 2 aufeinander folgende Zahlen
ergeben eine Kategorie, also n Kategorien)

= Es muss zwei aufeinanderfolgende Zahlen in
der Teilmenge geben, da es n + 1 Objekte und
nur n Kategorien gibt und somit zwei Objekte
in einer Kategorie sind, was bedeutet, dass sie
aufeinanderfolgend sind. Aufeinanderfolgende
Zahlen haben keinen gemeinsamen Teiler und
somit gibt es immer zwei Zahlen, die keinen
gemeinsamen Teiler haben.

Unmoglich-Trick

JONATHAN NOTTER, CARLA BAER

Den krénenden Abschluss unserer Priasentation
bildete der ,,Unmoglich“-Trick. Bereits in
unserem Programmbheft grofl angekiindigt,
warteten wir gespannt auf die Erklidrung
dieses beeindruckenden Kunststiickes. Mit
Hilfe von vier zufillig ausgewéhlten Karten
eine funfte so zu verschliisseln, dass der
Zauberer die gesuchte Karte nennen kann,
ist das Magie? Nein, Mathematik! Nachdem
wir uns die mathematischen Grundlagen der
Modulo-Rechnung, Kombinatorik und des
Schubfachprinzips angeeignet hatten, konnten
wir uns endlich dem Trick zuwenden:

Durchfiihrung

Vorzubereiten ist nicht wirklich viel, lediglich
eine gute Absprache zwischen Zauberer und
Assistent, sowie die allgegenwirtig bekannte
Ubung ist von Bedeutung. Hier heifit es wie so
oft ,Ubung macht den Meister“. Die eigentli-
che Durchfiihrung vor dem Publikum beginnt
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damit, dass ein Zuschauer fiinf beliebige Kar-
ten aus dem 52-Blatt-Deck wéhlt. Aus diesen
wahlt der Assistent vier aus, die er offen auf
den Tisch legt, um so die fiinfte Karte dem
Zauberer zu verschliisseln. Die iibrige Karte
zeigt er dem Publikum und legt sie zur Sei-
te. Nun werden die vier anderen Karten dem
Zauberer gezeigt und dieser nennt die fehlende
Karte. Atemberaubend!

Auflosung

Laut Schubfachprinzip muss es bei den finf
Karten immer mindestens zwei der gleichen
Farbe (Herz, Karo, Pik, Kreuz) geben. Aus
diesen beiden wéhlt der Assistent, die zu ver-
schliisselnde Karte nach folgendem Prinzip aus:

Markiert man auf einer gewohnlichen Uhr zwei
Uhrzeiten, so sind diese hochstens 6 Stunden
auseinander. (Bsp. 2 und 9 sind markiert — 2
ist fiinf Stunden spéter als 9).

Betrachtet man die Kartenuhr, sieht man, dass
zwei Karten in einer Richtung im Uhrzeiger-
sinn maximal einen Abstand von sechs Karten
haben koénnen.

Kartenuhr

Nun wéhlt man die Karte der beiden (mit glei-
cher Farbe), von der aus sich die andere Karte
innerhalb der sechs-Schritte-Reichweite im Uhr-
zeigersinn befindet. Diese Karte ist die erste,
die der Assistent auslegt. Mit Hilfe der verblei-
benden drei Karten verschliisselt der Assistent

die Anzahl der Schritte, die der Zauberer von
der ersten ausgelegten Karte zdhlen muss.

Der Zauberer und Assistent kennen den Wert
der einzelnen Karten und konnen somit die Kar-
ten der Grofle nach sortieren. Die Reihenfolge
der Kartenwerte ist im Diagramm gezeigt.

— Hoch

Karo, Herz, Pik, Kreuz

¢ OB

2,3,4,5,6,7,8,9, 10, Bube, Dame, Konig, Ass

Niedrig

Reihenfolge der Kartenwerte

Mit diesem Wissen wandelt der Assistent die
Kartenwerte in eine Zahl um: Es gibt sechs
Moéglichkeiten fiir die Reihenfolge der verblei-
benden drei Karten (zum Beispiel klein-mittel-
grof, klein-grof-mittel usw.). Jede dieser Mog-
lichkeiten kodiert nun eine Schrittweite wie in
der Tabelle dargestellt.

1. Karte 2. Karte 3. Karte | Wert
K M G 1
K G M 2
M K G 3
M G K 4
G K M 5
G M K 6

Umwandlung der Kartenwerte in eine Zahl; K steht
fir die Karte mit dem kleinsten Wert, M mittleren,

G fir den grofiten

Dies ist die Anzahl der Schritte, die der Zau-
berer von der ersten Karte auf der Kartenuhr
weitergehen muss, um bei der gesuchten Kar-
te zu landen. Wie oben erklart reichen sechs
Schritte immer aus. Die Farbe ist ja bereits be-
kannt, also kennt der Zauberer nun die fiinfte
Karte.

Insgesamt ein verbliiffender und spannender
Trick, hinter dem sehr viel Mathematik steckt.
Man kann also sagen:

Mathemagie, keine Zauberei!
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