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Vorwort

,Vollig losgelost ...«

. vom Schulalltag schwebten 76 Jugendliche schwerelos durch den ,,Kosmos* — unser diesjahriges
Motto — der 21. JuniorAkademie Adelsheim. Wie auch Major Tom im gleichnamigen Sommerhit von
Peter Schilling begaben sich die Teilnehmerinnen und Teilnehmer der diesjdhrigen Science Academy
auf eine Reise in neue Welten — eine Reise in die Weiten der Wissenschaft. Begleitet von unserem
28kopfigen Leitungsteam sollten sie schon bald neue Interessen entdecken, wissenschaftliche
Erfahrungen sammeln und Freundschaften kniipfen.

Der Startschuss fiir diese Mission fiel Mitte Juni auf dem Geldnde des Landesschulzentrum fiir
Umweltbildung (LSZU) in Adelsheim. Am Eréffnungswochenende kam unsere Crew das erste
Mal zusammen und lernte sich kennen — alle mit ganz eigenen Vorerfahrungen, Talenten und
Erwartungen. Was sie auf ihrem Flug so alles erleben wiirden, stand zu diesem Zeitpunkt noch in
den Sternen.

Im Sommer dann nahm unsere Reise so richtig Fahrt auf. Uber zwei Wochen hinweg arbeiteten die
Teilnehmerinnen und Teilnehmer in den sechs Kursen und entdeckten und gestalteten gemeinsam
den Mikrokosmos Akademie.

Der Philosophiekurs verglich dystopische und utopische Welten, im Kurs Mathematik/Informatik
wurde der Energiemix der Zukunft analysiert und optimiert, und die Medizinerinnen und Mediziner



VORWORT

fragten sich, was ,,Gesundheit“ eigentlich bedeutet. Unterdessen schickte der Meteorologiekurs
einen Wetterballon in den Himmel, die Astronominnen und Astronomen richteten ihren Blick
auf Meteoriden im Weltall und Meteoriten auf der Erde, und der Kurs Mathematik/Physik ging
nochmal einen Schritt weiter und erforschte gleich die Unendlichkeit.

Neben der Kurszeit haben sich die Crewmitglieder bei Ausfliigen und in den KiiAs, beim Mor-
gensport, im Theater oder als Teil des Orchesters, bei Wanderungen und Grillabenden besser
kennengelernt und ihre Interessen ausgelebt. So verging die Zeit wie im Flug, und der grofle
Abschlussabend kam viel zu friih.

Am Dokumentationswochenende im Herbst bot sich dann die Moglichkeit, auf die schone gemein-
same Zeit zuriickzublicken und tber die Entdeckungen aus dem Trip durch den Akademie-Kosmos
zu reflektieren. Zwar war damit nun die Zeit in Adelsheim vorbei, doch unsere Reise ist noch
lange nicht zu Ende.

Losgelost und schwerelos schweben wir weiter, doch anders als Major Tom melden wir uns zuriick

— hier und heute, mit dieser Dokumentation. Wir wiinschen Euch und Ihnen viel Spafl beim Lesen!

Eure/Thre Akademieleitung

hisst Faeer  flath's LS5

Melissa Bauer (Assistenz) Mathis Bulhoff (Assistenz)
~ = A -
Jorg Richter Dr. Birgit Schillinger
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Kurs 4 — Die unendliche Reise
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Unser Kurs

Jochen (GroBkahn von Cadmium) Jochen

zeigte sich stets begeistert von seinen Teil-
nehmerinnen und Teilnehmern und zog sie
aufgrund seiner grofien Wertschétzung so-
gar seinen Igeln zu Hause vor. Es bleibt bis
heute ein Rétsel, wie er so viele Biicher in
seinem Koffer dabei haben konnte, und er
war immer darum besorgt, dass alle mitka-
men und ihre Fragen stellten, ohne sich da-
vor zu scheuen. Er trug sowohl mafigeblich
zur Harmonie im Kurs als auch zur Verbrei-
tung wichtiger Lebensweisheiten bei!

Silas (Sir von Silizium) Als buchstéblich renn-

radfahrender Wissenschaftsduden stellte Si-

las eine der drei Kursleiter-Konstanten dar
und schiichterte mit seiner erleuchtenden
Kompetenz schon beinahe ein. Durch seine
regelméfligen Keks-, Eis- und Snacklieferun-
gen hat er sich seine Sympathie jedoch mehr
als nur erkdmpft und alle waren dankbar,
sich im Falle einer tiberaus spezifischen Fra-
ge vertrauensvoll an ihn wenden zu kénnen.
Ob mit coolen Socken, Windows MacBook
oder Sierpinski-Pyramiden-Hut — Silas ist
und bleibt unsere Kompetenz in Person!

Anna Lena (Lady Selen) Anna Lena erklirte

nicht nur sehr verstandlich und an ihre Zu-
horer angepasst, sondern entwickelte sich

73
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im Laufe der Akademie auch zu unserer
allgemeinen Lieblingsastronomin. Am Do-
kuwochenende brachte sie heroisch einen
Romanescokohl mit, was sie zu einer Ikone
unseres Kurses machte. Ebenso fiihlte man
sich mit ihr immerzu wohl und das lag nicht
nur an ihren Hausschuhen, sondern auch
an ihrer ansteckenden Freundlichkeit und
beachtlichen fachlichen Ahnung!

Mara (Herzogin Hydrogenium) Mara war nie

ohne ihre Unendlichkeits-Schleife anzutref-
fen. Dieses Symbol machte sie zum ehren-
haften Oberhaupt der Unendlichkeitssek-
te. In diese Sekte steckte sie alles, was sie
hatte. Egal, ob beim Sportfest oder beim
Check-Up. Auch wenn ihre Stimme manch-
mal etwas unter den Schlachtrufen litt, ihre
Stimmung tat es nie. Im Kurs war Mara
flir jeden Spafl zu haben und wenn einmal
Materialien fehlten, war sie schneller im AL-
Biiro, als man schauen konnte.

Benedikt (Hilbert(t)raumforscher) Mit sei-

ner groflen Begeisterung fiir Werner Heisen-
berg und Kurt Godel passt er perfekt zum
Kurs. Er hat immer eine Frage parat und
schreckt auch bei Nobelpreistragern nicht
vor diesen zuriick. ,Kann man das auch
mathematisch darstellen?*, bleibt trotzdem
eine seiner ikonischsten Fragen. Nicht nur
seine Art des Denkens, sondern auch sei-
ne Herangehensweise an wissenschaftliche
Herausforderungen regten an, sich selbst
weiter zu bilden. Alles in allem bereicherte
er unseren Austausch nachhaltig.

Charlotte F. (Prinzessin Neon) Charlotte

war stets mit Charlotte anzutreffen und
sorgte im Kurs immer fiir eine gute Stim-
mung. Das AL-Biiro war durch viele Verlet-
zungen ihre zweite Heimat und so war sie
fast jeden Tag dort anzutreffen. Charlotte
verfiigt iiber viele aulergewohnliche Talen-
te, zum Beispiel Stromschlédge zu béndigen
und lebhafte Geschichten iiber Hilbert zu
erzéhlen. Doch eine Sache war klar: Schlech-
te Laune gab es mit ihr nie!

Charlotte G. (Prinzessin Caesium) Gemein-

sam mit ihrer Namensvetterin strahlt sie
immerzu frohliche Vibes aus und sorgte mit
ihrer extrovertierten Art besonders zu Be-

ginn fiir lockere Stimmung im Kurs. Auch
kennt sie sich super mit den natiirlichen
Zahlen aus und ist so intellektuell, dass so-
gar eine Diskussion iiber Dénerbrot mit ihr
zu einer hochst wissenschaftlichen Ange-
legenheit wird! Am Ende des Tages muss
jedoch festgehalten werden, dass ihr Yufka
trotz allem besser schmeckt!

Constantin (Baron Xenon) Mit seinen quanti-

fizierten Neologismen erklart er den Skalen-
faktor so schnell wie kein anderer und per-
fektioniert als passionierter Banger Fotograf
die Beschreibung von Silas Windows Mac-
Book (ziemlich cursed)! Constantin ist nicht
nur konzentriert beim Rechnen, sondern
auch duflerst humorvoll und sarkastisch. Er
kann meist nicht still sitzen, so sehr bewe-
gen ihnen die Mysterien um dunkle Materie
und Energie.

Felix (Fiirst von und zu Krypton) Mit Felix

ist beziiglich Réatseln nicht oder sehr viel zu
spaflen — je nachdem, ob das Mana bereits
in ihm flieit oder noch nicht. Seine Wissbe-
gierde bereicherte den Kurs und Themen
wie zum Beispiel Entropie lassen ihn bis
heute nicht los. Schon seit der Rotations-
prasentation ist er Verfechter des Hilbert-
turms, sobald die Sprache auf das Hotel der
unendlichen Mengen kommt.

Gruppenarbeit

Ignatius (Sir Tyrann Uranium) Als iiberzeug-

ter Marvel-Fan fragte sich Ignatius, als er
das Kurs-T-Shirt zum ersten Mal sah, so-
fort, was Spiderman eigentlich mit Unend-
lichkeit zu tun hat. Wahrend der Kursschie-
nen war er immer der Ruhepol des Kurses,
selbst wenn sich niemand mehr konzentrie-
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ren konnte, und so trug er mafigeblich zu
einer lernfreudigen Atmosphére bei!

Joakim (Ritter Einsteinium) Joakim beein-
druckte im Kurs alle damit, dass er einen
Zauberwiirfel in unter 15 Sekunden 16sen
kann und deshalb erhielt er den Titel ,,Inoffi-
zieller Weltmeister des Zauberwiirfellosens*.
Bei der Einfiihrung eines neuen Themen-
blocks verstand er scheinbar immer alles
als Erster und konnte so viel zum Kurs bei-
tragen. Das ist grundsétzlich eine sehr be-
eindruckende Eigenschaft und schiichterte
doch viele andere Kursteilnehmer zunéachst
ein, doch mit seiner sympathischen Um-
gangsweise machte er sich immer wieder
beliebt!

Jonas (Freiherr von lod) Jonas war eines der
Programmiergenies des Kurses. Mit Leich-
tigkeit brachte er nicht nur einfache Koch-
Schneeflocken auf den Bildschirm, sondern
auch solche, die selbst fiir den Rechner zu
komplex waren. Auflerdem sorgte Jonas
immer fir die richtig wichtigen Fragen im
Kurs und war fiir eine Diskussion stets zu
haben. Diese fiihrte er nicht nur fachlich
differenziert sondern auch ausdauernd aus,
was von seinem groflen Intellekt zeugt.

Kira (Konigin von Kalium) Als einer der krea-
tiven Kopfe des Kurses ist Kira immer vol-
ler Ideen, sobald es ans Darstellen und Vi-
sualisieren geht. Sie ist insgeheim die Schop-
ferin des Romanescokohl-Gags und zudem
immer vorbereitet. Aulerdem spiirt sie mit
ihrer koniglichen Nase jede falsche Zeitform
auf, um diese in das Prateritum zu setzen,
und im Gegensatz zu ihrer Theaterrolle Peg-
gy wollen wir alle ihre Bilder sehen!

Laura (Lady Lawrencium) Nicht nur als ihre
Rolle Daniela im Theaterstiick fillt Laura
als stilvoll auf, auch im Kurs bringt sie ge-
nau das richtige Mafl an Hoflichkeit und
Humor mit. Mit ihren scharfen Augen be-
merkt sie nicht nur Feinheiten in Gleichun-
gen, sondern auch Peppa-Pig-Aufsteller in
Schaufenstern, iiber die sie sich als ihrer-
seits grofler Fan natiirlich sehr freute! Im
Gegensatz zu anderen Kursteilnehmerinnen
hat Laura auch tatséchlich lange, blonde
Haare.

Leticia (Lady Helium von Bor) Dieses Mad-
chen hat viele Talente (quetscht eine ganze
Présentation auf eine Karteikarte) und im-
mer tolle Ideen, weshalb sie auch die An-
fihrerin des Elementclans ist. Leticia ist
Fangirl einiger Wissenschaftler/innen. Viel-
leicht hat sie daher die vielen Fun Facts,
was sie fiir uns zum Allgemeinwissen-CEO
macht. Mit ihr kann man immer gut iiber
so ziemlich alles reden, aber auch Walzer
durch den Kursraum tanzen. Auflerdem ist
sie nicht blond!!!

Lukas (Lord tiny Plutonium) Im Kontrast zu
seiner Theaterrolle Arne erschien Lukas im-
mer optimistisch im Kurs, und selbst, wenn
seine eventuellen Liebesbriefe im Thea-
terstiick nicht ganz fehlerfrei waren, seine
Rechnungen iiberzeugten stets mit ihrer
Richtigkeit. Lukas bewies sich nicht nur als
Genie des Codings beim Programmieren
der Koch-Schneeflocke, sondern auch als
charakterstark mit der Griindung einer wei-
teren kursinternen Sekte: der Anti-Sekten-
Sekte!

Ronja (Ritterin Radon) Ronja ist die erfolg-
reichste Schniirsenkelforscherin aus unse-
rem Kurs. Mit den coolsten Geburtstags-
T-Shirts war sie das Oberhaupt der An-
ti-Anti-Sekten-Sekte. Im Kurs war Ronja
immer bei der Sache und auch beim Pla-
nenspiel zeigte sie vollen Einsatz.

Einleitung

ANNA LENA, JOCHEN UND SILAS

Wir begaben uns mit unserem Kurs auf eine
Reise zu den Geheimnissen der Unendlichkeit.
Im Juni trafen sich 13 neugierige Jugendliche
mit uns Kursleitern zu einem ersten Einstieg
in die Thematik des unendlich Groflen und des
beliebig Kleinen. Unendlich und die Null be-
schiftigen die Menschen schon seit der Antike.
Der Blick in den Nachthimmel fasziniert die
Menschen schon immer, in der Mathematik ist
die Null eine unbequeme Zahl, durch die man
nicht dividieren kann, Unendlichkeit ist durch
eine Zahl nicht fassbar.

Nach dem Eréffnungswochenende erarbeiteten
hochmotivierte Jugendliche in Tandems ein

75
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Thema ihrer Wahl zur Thematik Unendlich-
keit, das sie zu Beginn der Sommerakademie
im Kurs vorstellten. Von schwarzen Loéchern,
dem Urknall und Singularitdten bis zum Pa-
radoxon des Wettrennens zwischen Achill und
der Schildkrote war alles dabei. Achill gibt der
Schildkréte einen fairen Vorsprung und damit
scheint der Ausgang des Rennens vorbestimmt.
Doch wenn Achill den Vorsprung eingeholt hat,
ist die Schildkréte schon weg . ..

Wir mussten uns entscheiden, was in zwei Wo-
chen gemeinsam erarbeitet werden kann. Ma-
thematische Methoden mussten entwickelt wer-
den, die den Vergleich von Mengen und dann
sogar von unendlich groflen Mengen erlauben.
Wir begegneten fraktalen Strukturen und stell-
ten fest, dass dabei konvergente und divergie-
rende Groflen auftauchen. Wir wollten Metho-
den vorstellen, mit denen wir Grenzwerte ex-
akt nachweisen und dadurch auch die Null be-
herrschbar machen kénnen. Ein Beweisverfah-
ren, das Aussagen fiir alle natiirlichen Zahlen
moglich macht, wurde benotigt.

Die Suche nach der Unendlichkeit horte nicht
auf und wir tauchten in die Kosmologie ein.
Das fiihrte zu der Frage, warum der Nacht-
himmel eigentlich dunkel ist, woher man weif3,
dass sich das Universum ausdehnt, und wieso
wir Aussagen tiber das Alter des Universums
machen konnen.

Ein Zitat, das Einstein zugeschrieben wird und
gut zu unserem Kursthema passt: ,,Zwei Dinge
sind unendlich. Das Universum und die mensch-
liche Dummbheit. Aber beim Universum bin ich
mir nicht ganz sicher.”

Hilberts Hotel

CHARLOTTE F. uUND FELIX

Das erste Thema, mit dem wir uns im Kurs
schon am Eréffnungswochenende beschéftigten,
war die Mengenlehre. Ein sehr anschauliches
Gedankenexperiment dazu ist Hilberts Hotel,
das unendlich viele Zimmer hat, die alle durch-
nummeriert sind (1, 2, 3, 4, 5, ...). Allerdings
ist jedes Zimmer schon belegt.

Nun klopft es am spaten Abend an der Tiir. Es
ist ein weiterer Gast, der um ein Zimmer bittet.
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Eigentlich ist das Hotel zwar schon voll, aber
Hilbert hat eine Idee. Er macht eine Durchsage
und bittet alle Géste darum, ein Zimmer wei-
terzuziehen (Gast 1 zu Zimmer 2, Gast 2 zu
Zimmer 3, ...). Nun ist das Zimmer mit der
Nummer 1 frei fiir den neuen Gast. Mathema-
tisch kann man sagen:

firxr—axz+1,

jede Zimmernummer wird um eins erhoht.

Allerdings wird es eine lange Nacht fir Hilbert
und seine Géste, denn ein Bus mit unendlich
vielen durchnummerierten Plédtzen fahrt vor
und die Passagiere bitten ebenfalls um einen
Schlafplatz fiir die Nacht. Eigentlich gibt es
kein freies Zimmer mehr, doch Hilbert hat ei-
ne Idee: Mit einer erneuten Durchsage bittet
er die Géste, alle in das Zimmer mit der dop-
pelten Zimmernummer zu ziehen (Gast 1 in
Zimmer 2, Gast 2 in Zimmer 4, Gast 3 in Zim-
mer 6, ...). Jetzt sind alle Zimmer mit gera-
den Zimmernummern mit Hilberts vorherigen
Gésten belegt und in Zimmer mit ungeraden
Zimmernummern kénnen die Neuankémmlin-
ge einziehen, wodurch alle beruhigt schlafen
kénnen. Mathematisch kann man dies fiir die
bereits im Hotel Eingecheckten wie folgt dar-
stellen:

frzr— 2z
Fiir die neu Eintreffenden gilt:

fix—2x—1

In Hilberts Hotel wird es jedoch nie wirklich
ruhig. Denn nun fahren plotzlich unendlich vie-
le Busse (alle durchnummeriert) mit jeweils
unendlich vielen Passagieren (Sitzpldtze durch-
nummeriert) auf den Parkplatz des Hotels und
bitten um einen Ort zum Ausruhen. Eigent-
lich scheint das Hotel nun wirklich voll zu sein.
Doch Hilbert will die Géste auch nicht drau-
Ben schlafen lassen. Er muss sich also etwas
einfallen lassen.

Da er ein herausragender Mathematiker ist, fin-
det er natiirlich auch dafir eine Losung. Diese
wird im Kapitel zu natiirlichen und rationalen
Zahlen erklart.
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Da es nur ein Gedankenexperiment ist, konnten
wir — abgesehen davon, dass das Hotel unend-
lich viele Zimmer hat — noch ein paar weitere
Probleme aufler Acht lassen. Vor allem, sobald
man die Zeit miteinbezieht. Von Zimmer 1 in
Zimmer 2 zu wechseln, diirfte selbst bei relativ
grofler Zimmergroéfe kein Problem darstellen,
und auch von Zimmer 3 zu Zimmer 6 wére noch
gut machbar. Schwierig wird es allerdings, so-
bald man von beispielsweise Zimmer 1000 in
Zimmer 2000 ziehen soll. Und bei noch héheren
Zimmerzahlen wéare das vermutlich gar nicht
mehr in einer normalen Lebenszeit zu schaffen.

Aber was hat uns dieses Gedankenexperiment
gebracht?

Mengen

CHARLOTTE F. UND LAURA

Indirekt nutzten wir bei Hilberts Hotel bereits
Mengen. Eine Menge ist eine Zusammenfas-
sung von Objekten. Diese werden Elemente
der Menge genannt. Solche Elemente kénnen
alles Mogliche sein, wie Gegenstidnde oder Wor-
te — in der Mathematik sind es aber meistens
Zahlen. Um Mengen beschreiben zu koénnen,
verwendet man die Eigenschaft ,Méachtigkeit“,
die die Anzahl der Elemente einer Menge an-
gibt. Um die Méachtigkeit verschiedener Men-
gen zu vergleichen, benotigen wir das Konzept
einer bijektiven Funktion.

Funktionen und Bijektivitat

FELIX UND LAURA

Eine Funktion ordnet Elementen des Definiti-
onsbereichs D Elemente des Wertebereichs W
zu (der Definitions- und Wertebereich sind hier-
bei zwei Mengen). Das sieht in mathematischer
Notation so aus:

f:D—-W
Ty

Dabei ist z ein Element der Menge D und y
ein Element der Menge W.

Eine Funktion ist dann bijektiv, wenn sie je-
dem Element des Definitionsbereichs D genau

ein Element des Wertebereichs W zuordnet
und andersherum, sodass es immer Wertepaare
sind. (Die Funktion y = z? ist zum Beispiel
nicht bijektiv, da jedem y-Wert zwei x-Werte
zugeordnet werden.)

Abb. 1: Beispiel fiir eine Bijektive Funktion

Wenn eine bijektive Funktion zwischen zwei
Mengen existiert, sind diese gleichmachtig. Fiir
endliche Mengen ist es einfach, die Méchtigkeit
zu bestimmen, da die Elemente gezéhlt werden
kénnen. Spannend wird es bei Mengen mit
unendlich vielen Elementen.

Unendliche Mengen

FELIX UND LAURA

Wie bereits erwahnt, kénnen Mengen auch un-
endlich grof3 sein. Beispiele fiir unendliche Men-
gen sind Zahlenmengen wie die natiirlichen
Zahlen N, die ganzen Zahlen Z, die rationalen
Zahlen QQ oder die reellen Zahlen R.

In unserem Unendlichkeitskurs stellten wir uns
die Frage, ob all diese Mengen gleichmachtig
sind. Hier versagt die Intuition, wie bereits Hil-
berts Hotel zeigt. Wenn eine Menge bereits
unendlich viele Elemente besitzt, wie kann sie
dann noch gréfler werden? Sollte aber auf der
anderen Seite die Menge aller negativen und
positiven Zahlen nicht grofler als lediglich die
Menge aller positiven Zahlen sein? Um diese
Verwirrung aufzul6sen, konnen wir bijektive
Funktionen nutzen und mathematische Bewei-
se anstelle von Vermutungen liefern.

Bei endlichen Mengen lasst sich die Méchtigkeit
durch Zéhlen der Elemente bestimmen. Bei
Mengen mit unendlich vielen Elementen ist das
offensichtlich nicht méglich, aber wir kénnen
die Machtigkeit verschiedener Mengen mit Hilfe
von bijektiven Funktionen vergleichen.

7
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Natiirliche Zahlen N und ganze Zahlen Z

Natiirliche Zahlen sind positive, ganze Zahlen
(also ohne Nachkommastellen) inklusive der
Null. Ganze Zahlen beinhalten alle natiirlichen
Zahlen sowie alle negativen Zahlen ohne Nach-
kommastellen.

Um die Méchtigkeiten dieser zwei Mengen zu
vergleichen, versuchten wir, sie durch eine bi-
jektive Funktion zu verkniipfen und stieflen
dabei auf folgende Zuordnung:

fN—=Z

f(z) = {fl
2

wenn x gerade

, wenn r ungerade

Diese Funktion verkniipft die Mengen folgen-
dermaflen: Die Null wird der Null zugeordnet,
eine gerade natiirliche Zahl x genau einer nega-
tiven ganzen Zahl y und eine ungerade natiir-
liche Zahl x genau einer positiven Zahl y der
ganzen Zahlen. Die Betrdge der ganzen Zah-
len werden hierbei alle zwei Zahlen in einem
Intervall von 1 grofler. Somit konnten wir eine
bijektive Funktion zwischen den natiirlichen
Zahlen und den ganzen Zahlen finden und be-
weisen, dass diese beiden unendlichen Mengen
gleichméchtig sind.

Natiirliche Zahlen N und rationale Zah-

len Q

Rationale Zahlen sind alle Zahlen, die sich als
Bruch darstellen lassen, und beinhalten daher
auch alle ganzen und natiirlichen Zahlen. Um
die Méchtigkeit dieser beiden Mengen zu ver-
gleichen, nutzten wir das Cantorsche Diagonal-
verfahren.

An die Achsen einer Tabelle schreiben wir je-
weils alle natiirlichen Zahlen, beginnend bei
eins, auf. Die Zahlen oben sind die Z&hler und
die Zahlen links sind die Nenner. So haben
wir eine Tabelle mit jedem moglichen Bruch
und konnen eine Linie, die jeden dieser Briiche
trifft, durchziehen (siehe Abb.2).

Dabei muss man jedoch darauf achten, nur voll-
stdndig gekiirzte Briiche zu treffen, da manche
Zahlen sonst zweimal getroffen werden. (Zum
Beispiel kann man % auf % kiirzen. Wiirden wir
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% nicht weglassen, hatten wir % also zweimal
getroffen und unsere Funktion wére nicht mehr
bijektiv). Diese Linie stellt unsere bijektive
Funktion dar. Jede natiirliche Zahl n bekommt
den n-ten Bruch auf dieser Linie zugeteilt. Man
konnte also die Briiche ,,durchzihlen“ und so
die dazugehorige natiirliche Zahl bestimmen.
Damit ist bewiesen, dass die natiirlichen Zahlen
die gleiche Méchtigkeit haben wie die rationa-
len Zahlen, da jede rationale Zahl genau einmal

getroffen wird.
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Abb. 2: Cantorsches Diagonalverfahren

Dieses Wissen kénnen wir nutzen, um Hilberts
Problem zu 16sen. Er kann eine Tabelle nach
dem Cantorschen Diagonalverfahren erstellen.
Die erste Zeile stellt das Hotel dar und die wei-
teren Zeilen die jeweiligen Busse. Die Spalten
sind die Zimmer- oder Sitzplatznummern der
Géste. Wir kénnen nun eine Linie durch die Ta-
belle zeichnen, die jeden Platz trifft und jedem
Platz eine natiirliche Zahl der Reihenfolge nach
zuordnet. Folgen die Géste der Linie und gehen
der Reihenfolge nach in die Zimmer, konnen
alle Géste untergebracht werden.

Natiirliche Zahlen N und reelle Zahlen R

Reelle Zahlen sind alle rationalen und irratio-
nalen Zahlen, also auch Zahlen, die sich nicht
als Bruch darstellen lassen.

Fiir den Vergleich dieser beiden Mengen erstel-
len wir eine Tabelle, in der wir jeder natiirlichen
Zahl eine beliebige reelle Zahl zwischen 0 und 1
zuordnen. In dieser Tabelle kann aber nie jede
reelle Zahl erscheinen, da wir mit einem be-
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stimmten Prinzip immer eine neue reelle Zahl
erstellen konnen, die nicht in dieser Darstellung
aufzufinden ist. Da die reellen Zahlen in der Ta-
belle beliebig gewéhlt sind, zeigt das, dass man
keine bijektive Funktion zwischen den beiden
Mengen aufstellen kann.

natirliche Zahl reelle Zahl

1 0.618142634 ...
2 0.867546812 ...
3 0.321988456 ...
4

0.144486464 . ..

Um eine neue reelle Zahl zu generieren, schrei-
ben wir uns zunachst ,,0“ auf. Danach nehmen
wir die erste Nachkommastelle der ersten reel-
len Zahl und addieren 1. Bei der zweiten Zahl
nehmen wir die zweite Nachkommastelle und
addieren wieder 1. Wenden wir diese Vorschrift
auf die ganze Tabelle an, so erhalten wir eine
Zahl, die in der Tabelle nicht vorkommt, da sie
sich in mindestens einer Nachkommastelle von
jeder Zahl in der Tabelle unterscheidet.

Dadurch konnten wir beweisen, dass wir keine
bijektive Funktion zwischen den natiirlichen
Zahlen und den reellen Zahlen aufstellen kon-
nen und sie deshalb nicht gleichméchtig sind.

Fazit

Hilberts Hotel zeigt, dass wir eine Bijektion
zwischen den natiirlichen Zahlen, den ganzen
Zahlen und den rationalen Zahlen aufstellen
kénnen.

Wir kénnen jedoch keine Bijektion zwischen
den natiirlichen und den reellen Zahlen aufstel-
len. Nicht alle unendlichen Mengen sind also
gleich grof}! Um diese unterschiedlich grofien
Unendlichkeiten zu vergleichen, verwendet man
N,, (gesprochen: ,,Aleph n*), welches die Méch-
tigkeit einer unendlichen Menge angibt. Die
Méchtigkeit der natiirlichen Zahlen ist Ry, wo-
hingegen die Méchtigkeit der reellen Zahlen N;
genannt wird.

So lernten wir, auch unendliche Mengen zu ver-
gleichen und deren Méchtigkeiten zu definieren,
auch wenn sie sich manchmal entgegen unserer
Intuition verhalten.

Irrationalititsbeweis /2

BENEDIKT UND RONJA

Wie unendliche Mengen verhalten sich auch
irrationale Zahlen nicht intuitiv. Im Folgenden
soll dargelegt werden, dass v/2 eine irrationale
Zahl ist.

Zunichst wird angenommen, dass v/2 eine ra-
tionale Zahl sei. Damit sollte es moglich sein,
diese als Bruch darzustellen:

Va="
n
Hierbei sind m und n natirliche Zahlen, die
zudem teilerfremd sind, das heifit keinen ge-
meinsamen Teiler aufweisen. Somit liegt ein
vollstandig gekiirzter Bruch vor. Da m und
n teilerfremd sind, kénnen nicht beide gerade
sein.

Da das Quadrat von v/2 gleich 2 ist, folgt aus
der Annahme:

— m?=2n?
Daraus folgt, dass m? eine gerade Zahl ist, weil
es durch 2 teilbar ist. Folglich muss auch m
eine gerade Zahl sein, denn das Quadrat einer
ungeraden Zahl wére ungerade.

Wenn m gerade ist, ldsst sich m als m = 2k
fiir ein £ € N schreiben. Setzen wir dies in die
Gleichung ein:

(2k)? = 2n?
— 4k? =20
—  2k?=n?
Daraus folgt, dass auch n? und somit n gerade
sein muss.

Zusammenfassend zeigten wir, dass sowohl m
als auch n gerade sind, was im Widerspruch zu
der Annahme steht, dass m und n teilerfremd
seien. Damit erreichten wir einen Widerspruch
und somit ist die Annahme, dass v/2 rational
ist, falsch.

Daraus folgt:

V/2 ist irrational.
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Naherung von 7 durch Program-
mierung

JONAS UND LUKAS

Die bekannteste irrationale Zahl ist die Kreis-
zahl 7, die das Verhéltnis zwischen Umfang
und Durchmesser eines Kreises beschreibt. Sie
findet in vielen Teilgebieten der Mathematik
Anwendung. Trotz ihrer unendlich vielen nicht
periodischen Nachkommastellen lassen sich Me-
thoden finden, 7 anzundhern, indem Nachkom-
mastellen berechnet werden. Das setzten wir
in Python um. An dieser Aufgabe durften wir
uns als erstes allein oder in Kleingruppen ver-
suchen. Dabei fanden wir vier Methoden, die
im Folgenden vorgestellt werden.

1. Vielecke

Unsere erste Methode bestand darin, ein re-
gelméfiges Vieleck in einen Kreis zu zeichnen,
dessen Umfang zu berechnen, die Formel fiir
den Umfang eines Kreises nach 7 aufzulésen
und schliellich den berechneten Umfang und
Radius einzusetzen. Je mehr Ecken das Vieleck
hat, desto genauer wird die Annéherung an 7.

Die Formel fiir den Umfang eines Kreises lau-
tet:

U=2nr
<~ v
T=—

2r

Nun miissen wir den Umfang des Vielecks be-
rechnen. Als erstes bemerkt man, dass man
jedes regelméfBige n-Eck in 2n gleichgrofle Drei-
ecke unterteilen kann (siehe Abb. 3).

Abb. 3: In Dreiecke zerlegte Vielecke

Schauen wir uns ein solches Dreieck in Abbil-
dung 4 genauer an: x ist die Linge, die wir
suchen, um spéter den Umfang zu berechnen,
r ist der Radius des Kreises und « ist die Half-
te eines Innenwinkels des Vielecks. Da dieses
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Dreieck rechtwinklig ist, kann man hier den
Kosinus anwenden:

cos(a) =

< Tr =
Da o die Hélfte eines Innenwinkels in einem
regelméfigen n-Eck ist, gilt:

~180°-n — 360°
a 2n

(07

Setzt man das in die obige Formel fir x ein,
erhélt man:
180° - n — 360°>

T =17"-CoS
< 2n

e

T

Abb. 4: Eins der Dreiecke in Abb. 3.

Um nun den Umfang zu berechnen, multipli-
zieren wir x mit 2n, da wir das Vieleck in 2n
Dreiecke aufteilen:

U=2n-x
2n

(180O “n— 3600)
=2n-r-cos| ——

Setzen wir das in unsere Formel fiir 7 ein, er-
halten wir:

2n-r~cos(

2r

(180°~n— 3600)
=n-cos| ——

180°-n—360°
2n

™=

2n

Dieser Term sollte sich m anndhern, wenn n
immer grofer wird. Die Berechnung setzten
wir in Python um. Das Ergebnis sieht man in
Abbildung 5. In diesem Diagramm sieht man
in rot den eigentlichen Wert von 7 und in blau
unseren Néherungswert.
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Abb. 5: w-Naherung 1 — Vielecke

2. Konvergierende Reihe

Wenn man die Konvergenz dieser Reihe nach
Euler voraussetzt, lasst sich damit auch 7 an-
nédhern:

> 1 71'2
L@~

Wenn man die Reihe nach 7 auflost, erhalt
man:

Damit kann man leicht eine Annédherung fiir
7 berechnen, indem man eine endliche Anzahl
Summenglieder aufsummiert und das Ergebnis
in obige Formel einsetzt. Je mehr Summenglie-
der aufsummiert werden, desto genauer wird
die Ndherung. Das Ergebnis ist in der Grafik
Abb. 6 zu sehen.

3.3

3.2

s
=
1

Naherungswert
Now
v o
1 1

I
w
L

LS}
|

50 7.5 100 125 15.0 17.5 20.0
Anzahl der Summenglieder

Abb. 6: m-Naherung 2 — Konvergierende Reihe

3. Zufillige Punkte

Die néchste Methode erfordert einen Kreis mit
Durchmesser 1 und darum herum ein Qua-
drat mit der Kantenlénge 1. Dann werden viele
Punkte zuféllig im Quadrat verteilt und es wird
geziahlt, wie viele davon innerhalb des Kreises
liegen. Das Verhéltnis der Anzahl der Punkte
im Kreis zu der Gesamtanzahl der Punkte soll-
te sich dem Verhaltnis der Flacheninhalte <
anndhern, wenn die Anzahl der Punkte immer

grofler wird.

Die Fliache des Quadrats ist 1 und die Flache
des Kreises ist 7. Also néhert es sich dem Ver-
haltnis 7 an. Das Ergebnis dieser Abschitzung
fiir  sieht man in Abbildung 7.

10

Naherungswert

0 T T T
50 100 150 200

Anzahl der Punkte

Abb. 7: w-Naherung 3 — Zufillige Punkte

4. Punkte in einem Gitter

Diese Methode ist im Wesentlichen identisch
zur vorherigen. Allerdings werden die Punkte
hier nicht zufillig verteilt, sondern in einem
Gitter. Das Ergebnis sieht man in der Grafik
Abb. 8.

Fazit

Nachdem wir alle Methoden in Python um-
gesetzt hatten, konnten wir abschlieflend fest-
stellen, dass die Abschéatzung mit Hilfe der
konvergierenden Reihe eindeutig die schnellste
war, gefolgt von der geometrischen Methode
auf dem zweiten, der der zufilligen Punkte auf
dem dritten und der der Punkte im Gitter auf
dem vierten Platz.

81



KURS 4 - MATHEMATIK/PHYSIK
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Abb. 8: m-Naherung 4 — Punkte in einem Gitter

Allerdings fiel uns auf, dass wir bei der geome-
trischen Methode die Kosinus-Funktion verwen-
den und wir nicht wissen, wie diese in Python
berechnet wird. Theoretisch kénnte es also sein,
dass Python fiir die Berechnung des Kosinus
7w verwendet, und somit eventuell m mit Hilfe
von 7 berechnet wird. Fiir die Naherung mit
der konvergierenden Reihe nach Euler hatten
wir fiir die vollstdndige Herleitung noch den
Grenzwert %2 beweisen miissen.

Also ist die tiberarbeitete Platzierung: zufallige
Punkte auf dem ersten Platz und Punkte im
Gitter auf dem zweiten.

Rekursionsformel zur Berechnung
von T

CONSTANTIN UND JOAKIM

Die unendlich vielen Nachkommastellen néher-
ten wir bereits mit der Kosinus-Funktion an.
Um einen Ringschluss auszuschlieflen, stellten
wir eine Rekursionsformel (Formel, die sich auf
das vorherige Folgenglied bezieht) zur Berech-
nung von 7 auf, die keine trigonometrischen
Funktionen verwendet. Hierbei ndherten wir
den Umfang eines Kreises wieder durch ein
regelmafiges Vieleck an.

Dafiir zeichneten wir ein regelméfiges Sechseck
und dessen Umkreis mit einem Radius r = 1
und entsprechendem Umfang U = 2x. Des Wei-
teren zogen wir einen Radius, der eine Sechseck-
seite in einem rechten Winkel schneidet, und
bezeichneten fiinf Punkte wie in Abbildung
9. Wiederholt man dieses Vorgehen an allen
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Seiten des Sechsecks, bildet sich ein Zwolfeck,
dessen Eckpunkte auf dem Kreis liegen.

Wir legten Ordnungen n fiir diese Polygone
(regelméBige Vielecke) fest, wobei ein Sechseck
der Ordnung n = 0 entspricht, ein Zwolfeck
der Ordnung n = 1, ein Vierundzwanzigeck der
Ordnung n = 2 und so weiter.

C

Abb. 9: 0. Rekursionsstufe

Fir den Umfang Uy des Sechsecks gilt
Up = 6BE, fir den Umfang U; des Zwolfecks
Uy = 12B(C', und somit fiir den Umfang U,, des
n-ten Polygons U, = 2" -6 -[,, wobei [,, der
Seitenldnge des Polygons entspricht. Stellen
wir nun eine allgemeingiiltige Gleichung in Re-
lation von BE zu BC und somit von [l,,_1 zu
I, auf, bekommen wir eine Rekursionsformel
fir den Umfang U,, der Polygone und somit
eine Anndherung fiir 7, da sich der Umfang
der Polygone dem des Kreises und damit 27
anndhert.

Durch den Satz des Pythagoras und die Lénge
r = 1 der Kreisradien kénnen wir folgende
Gleichungen herleiten:

I. AD?>+ BD?=A4AB*>=1
<= AD?=1- BD?
« AD=+/1-BD?

1I. BD?+ CD? = BC?

II. AD+CD=AC=1
~— (CD=1-AD

IV. BD = %

Durch Einsetzen und Umformen der Gleichun-
gen konnen wir eine Gleichung aufstellen, die



KURS 4 - MATHEMATIK/PHYSIK

nur die Langen BC und BE (bzw. l,, und l,,_1)
enthélt:

BD? + (1 — AD)?* = BC?

BD? + (1 —+/1— BD?)? = BC?

BD?+1-2y1—-BD?+ (1 - BD?
=2-2y1—-BD? = BC?

V2—2V1-BD? = BC

2
(221 () <se

beziehungsweise:

2—-24/1— =l
2

Erinnern wir uns an das oben erwahnte Ver-
héltnis von Umfang U, zu Lange [,:

Up=2"-6"1y
ly = Un
2n- 6

Zusammen mit der Formel fiir [,, erhalten wir
eine Rekursionsformel fiir den Umfang der Po-
lygone:

Unfl 2
=206 4|2 —2¢/1—
. GJ (5)

Da das Sechseck in sechs gleichseitige Dreie-
cke unterteilt werden kann und die Seitenlén-
gen deswegen dem Radius seines Umbkreises
entsprechen, betrdgt der Umfang Uy unseres
Sechsecks Uy = 6. Indem wir mit diesem Wert
den Umfang fiir immer héhere Ordnungen n
berechnen, erhalten wir immer bessere Néhe-
rungen fiir 7. Bei theoretisch unendlich vielen
Ordnungen bekédmen wir genau 7. Die Nahe-
rungswerte fiir einige Ordnungen n sind in der
folgenden Tabelle festgehalten. Die Stellen, die
mit 7 ibereinstimmen, sind rot markiert.

Man kann erkennen, dass wir schon fir relativ
kleine n gute Anndherungen fiir m erhalten.
Unsere Formel ist somit recht effizient.

Annéherung fiir 7 (U, /2)
3,0000000000. . .
3,1058285412. ..
3,1326286133. . .
3,1393502030. ..
3,1410319509. . .
3,1414524723. ..
3,1415576079. ..
3,1415838921. ..
3,1415904632. ..
3,1415921060. . .
3,1415925167. ..
3,1415926194. ..
3,1415926450. . .
3,1415926515. ..

Ordnung n

—_ =
P e ©0N0o b woe— o

[t
[\]

—
w

Nachkommastellen von 7, berechnet mit der Rekur-

sionsformel

Grenzwerte und Epsilontik

BENEDIKT UND RONJA

Im vorherigen Absatz nutzten wir oft das Wort
Folge. Eine Folge ist eine Funktion mit dem
Definitionsbereich der natiirlichen Zahlen. Die
Folgenglieder konnen entweder direkt oder mit
einer Rekursionsformel dargestellt werden. So-
mit ldsst sich die Anndherung von 7 im vorhe-
rigen Absatz auch als Folge verstehen.

Folgen koénnen einen sogenannten Grenzwert
besitzen, dem sie sich anndhern. Das nennt
man Konvergenz. Zum Beispiel besitzt die Re-
kursionsfolge aus dem letzten Abschnitt den
Grenzwert 7.

Man kann den Grenzwert wie folgt definieren:
Eine Folge (a,) hat den Grenzwert g, wenn
es zu jedem & > 0 (gesprochen: ,Epsilon®)
ein ng € N gibt, sodass fiir alle n > ng gilt:
la, —g| <e.

Dabei ist € nicht allgemein festgelegt, jedoch
liegen ab dem spezifischen Wert ng alle Fol-
genglieder innerhalb der e-Umgebung um den
Grenzwert g. Die e-Umgebung ist notwendig
und unerlésslich, da man mit ihr Grenzwerte
mathematisch definieren kann.

an, bezeichnet das erste Folgenglied, das in der
e-Umgebung um g liegt. |a, — g| bezeichnet
den Abstand zwischen dem Grenzwert g und
dem jeweiligen Folgenglied a,,.
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Man kann die obige Definition auch anders
formulieren: Eine Folge besitzt einen Grenz-
wert g, wenn es zu jedem beliebigen € > 0 ein
no(e) € N gibt, nach dem alle weiteren Folgen-
glieder in der e-Umgebung um g liegen, d.h.
lan, — g| < e fiir alle n > ng(e).

an,
AN
o
|
|
] |
l
..'o :(1”0
it i St SRSl WO
g ; ¢
,,,,,,,,,,,,,,,,,, L,,,,,,,,,if
|
|
Il

Abb. 10: Epsilonumgebung

Man verwendet in der Mathematik héufig Sym-
bole, zum Beispiel Quantoren, um solche Defi-
nitionen prézise auszudriicken. Das liegt daran,
dass sich mathematische Definitionen teilweise
nur sehr umsténdlich in geschriebener Spra-
che formulieren lassen und die der Sprache
anhaftende Ungenauigkeit das exakte Definie-
ren in der Mathematik erschweren kann. Der
Allquantor V steht fiir ,fiir alle* und der Exis-
tenzquantor 3 fir ,es existiert®. Mit Quantoren
dargestellt sieht die Definition fiir einen Grenz-
wert so aus:

Ve>0:3np(e) €N,
Vn>ng:la, —gl<e

Vollstandige Induktion

BENEDIKT, CHARLOTTE F. UND RONJA

Um zu zeigen, dass eine spezifische Folge
einen mathematischen Sachverhalt korrekt be-
schreibt, kann man anhand der vollstdndigen
Induktion die betreffende Folge beweisen.

Die vollstdndige Induktion ist ein mathemati-
sches Beweisprinzip, mit dem sich die Gultig-
keit einer Aussage fir alle natiirlichen Zahlen
beweisen lasst. Dabei zeigt man zuerst, dass die
Aussage fiir eine konkrete Zahl ng gilt. Dieser
Schritt ist der Induktionsanfang. Anschlieend
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zeigt man, dass die Behauptung, wenn sie fiir
eine beliebige Zahl n stimmt (Induktionsvor-
aussetzung), auch fiir den Nachfolger (n + 1)
stimmt (Induktionsschritt).

Ein Beispiel zur Veranschaulichung ist ein un-
endlich langes Domino. Um zu zeigen, dass
jeder Stein umfallt, muss man nur zeigen, dass
der erste umféllt und dass jeder beliebige Stein
umfillt, wenn sein Vorgédngerstein umgefallen
ist. Als Anwendungsbeispiel bewiesen wir die
Gaufsche Summenformel mit vollstdndiger In-
duktion.

Beweis der GauBschen Summenformel

Wir wollen zeigen, dass

- n(n+1)
1424+3+-+n="Y i=
+2+3+--+n Zz 5

=1

fir alle n € N gilt.

Induktionsanfang:

ng = 1:

1(1+1
1= (;) stimmt.

Bildlich gesprochen wurde hiermit gezeigt, dass
der erste Dominostein umféllt.

Induktionsvoraussetzung:

Die Aussage gilt fiir ein beliebiges n € N, also:

1
1+2+3+--~+n:n(n2+)

Induktionsschritt n — n + 1:

Behauptung: Wir behaupten, dass die Aussage
auch fiir n + 1 gilt, da wir als Induktionsvor-
aussetzung annehmen, dass die Aussage fiir n
gilt.
14243+ - 4+n+(n+1)

_(n+1D)((n+1)+1)

B 2
Nun kénnen wir auf der linken Seite der Glei-
chung

1+2+3+---+n+(n+1)
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die Voraussetzung einsetzen und erhalten da-
mit:
n(n+1
_nlntl) +(n+1)
2
Nun wird dieser Term umgeformt und in einen
gemeinsamen Bruch geschrieben:

_n(n+1)4+2(n+1)
B 2

Mit einer weiteren Umformung erhalten wir
die rechte Seite der Gleichung, wie wir sie als
Behauptung aufgestellt hatten:

(n+1)(n+2)
2

Damit ist bewiesen, dass die Formel fiir jede
natiirliche Zahl > 1 gilt. In unserer Analogie
wurde eine Kettenreaktion ausgelost und alle
Steine fallen um.

Turm von Hanoi

CHARLOTTE F. uUND RONJA

Folgen finden auch bei praxisbezogenen Anwen-
dungen Gebrauch, um den dabei vorhandenen
mathematischen Zusammenhang zu erfassen.

Ein Beispiel ist der Turm von Hanoi. Das ist ein
Spiel, bei dem man einen Stapel unterschied-
lich grofler Holzscheiben von einem &ufleren
von drei Feldern auf das auf der anderen Sei-
te umsetzen soll. Dabei darf immer nur eine
Scheibe bewegt und nie eine gréfere auf einer
kleineren platziert werden.

Abb. 11: Turm von Hanoi

Nun wollen wir die minimal benétigte Anzahl
an Ziigen bei n Scheiben bestimmen:

e Eine Scheibe: 1 Zug
1. Man legt die Scheibe auf das Zielfeld.

e Zwei Scheiben: 3 Ziige
1. Eine Scheibe wird in die Mitte gelegt.

2. Man legt die untere Scheibe auf das Ziel-
feld.

3. Die Scheibe aus der Mitte legt man auf
die jetzt auf dem Zielfeld liegende Schei-
be.

e Drei Scheiben: 7 Ziige

1. Mit drei Ziigen bewegt man die oberen
beiden Scheiben in die Mitte

2. Die untere Scheibe wird auf das Zielfeld
gelegt (4. Zug).

3. Die zwei Scheiben aus der Mitte legt man
nun mit drei Ziigen auf das Zielfeld.

Analog dazu kann man fiir jedes n vorgehen.
Man braucht also immer 2-mal die Anzahl der
Zuge, die mit einer Scheibe weniger benotigt
werden, plus eins. Als Formel:

In=2Zp1+1

Zy, beschreibt die minimal bendtigte Anzahl an
Ziigen bei n Scheiben. Da es mit dieser Formel
sehr umsténdlich ist, das Ganze fiir grolere n zu
berechnen, weil man immer die Umsetzungen
flir n — 1 auch ausrechnen misste, haben wir
uns die Werte fiir einige n angeschaut:

n Zn
1 1
2 3
3 7
n|2-Z,_1+1

Dabei ist uns aufgefallen, dass sie immer um
eins kleiner sind als die néchste Zweierpotenz.
In Zweierpotenzen geschrieben sieht das folgen-
dermaflen aus:

ol 1,221, 25—1, ..., 2" —1
Wir vermuten also, dass gilt:
Zn=2"—1
Diese Formel ldsst sich wie folgt durch vollstan-
dige Induktion beweisen:
Induktionsanfang:

np=1: 2'—1=1 stimmt.
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Induktionsvoraussetzung;:

Zn = 2" — 1 gilt fiir ein beliebiges n.

Induktionsbehauptung;:
Es gilt:

Tpi1 =2 -Zn+1=2"1 1
Induktionsschritt:

2-Z,+1=2-(2"-1)+1
="t 941
—ontl_1q

Damit wurde gezeigt, dass man die Anzahl
der minimal benoétigten Ziige direkt berechnen
kann, auch ohne sie fiir jedes kleinere n zu
kennen.

Fraktale

JONAS UND LUKAS

Einer der anschaulichsten und schoénsten Tei-
le der Unendlichkeit sind wahrscheinlich die
Fraktale. Fraktale sind per Definition geome-
trische Muster, die sich unendlich oft in immer
kleiner werdenden Mafistédben in sich selbst wie-
derholen. Ein Beispiel aus dem Alltag ist der
Romanescokohl, dessen Muster sich scheinbar
unendlich oft wiederholt.

Romanescokohl am Doku-Wochenende

Ein Fraktal beruht auf einem Initiator und ei-
ner Vorschrift, die auf den Initiator angewendet
wird. Die Anzahl der Anwendungen der Vor-
schrift auf den Initiator nennt man Ordnung.
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Wenn die Vorschrift beispielsweise sechsmal auf
den Initiator angewendet wird, hat das Fraktal
die Ordnung sechs.

Koch-Schneeflocke

Fin weiteres Beispiel fiir ein Fraktal ist die
Kochkurve, benannt nach Helge von Koch. Der
Initiator der Kochkurve ist eine Strecke und die
Vorschrift besagt, dass die Strecke gedrittelt
und das mittlere Drittel durch ein gleichseitiges
Dreieck ohne Grundseite mit dem Drittel der
Strecke als Seitenlénge ersetzt wird.

Abb. 12: Definition der Kochkurve:

links der Initiator, rechts die Vorschrift

Der Initiator kann als grundlegendes Element
fiir die Koch-Schneeflocke verwendet werden.
Die 0. Ordnung der Koch-Schneeflocke besteht
aus einem gleichseitigen Dreieck, wobei jede
Seite dem Initiator einer Kochkurve entspricht.

Bei der Koch-Schneeflocke geht der Umfang
gegen unendlich, wenn man die Ordnung n
gegen unendlich gehen ldsst, wihrend der Fla-
cheninhalt gegen einen endlichen Grenzwert
konvergiert. Spéter in diesem Kapitel zeigen
wir dieses Phédnomen fiir die Sierpinski-Pyra-
mide, ebenfalls ein Fraktal.

Programmieren der Koch-Schneeflocke

Um die Koch-Schneeflocke darzustellen, schrie-
ben wir ein Programm in Python, das diese
zeichnet. Dabei gingen wir auf verschiedene
Arten vor.

Zunéichst trugen wir die Punkte fir die ers-
ten Ordnungen einzeln ein und erzielten damit
schnell ein treffendes Ergebnis. Allerdings ist
das nicht praktisch fiir hohere Ordnungen der
Koch-Schneeflocke, da es sehr zeitaufwendig ist.
Deswegen schrieben wir ein Programm, das die
Koch-Schneeflocke nach Angabe der Ordnung
zeichnet. Dafiir nutzten wir die Bibliotheken
NumPy, Matplotlib und Matplotlib.pyplot und
gingen folgendermaflen vor:

Zuerst gaben wir die Punkte der ersten Ord-
nung der Koch-Schneeflocke ein. Daraufhin
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schrieben wir eine Funktion, die einen Punkt
hinzufiigt. Danach fingen wir an, Unterpro-
gramme zu programmieren, die an verschie-
denen Stellen das mittlere Drittel einer Strecke
durch ein gleichseitiges Dreieck ohne Grundsei-
te ersetzen. Dabei stellten wir fest, dass es sechs
Moglichkeiten gibt, wie das Dreieck orientiert
sein kann.

Fiir den Fall eines waagerechten Initiators sieht
das wie folgt aus: Zuerst wird die Orientierung
iiberpriift — in unserem Beispiel waagerecht. Im
Anschluss wird tiberpriift, in welche Richtung
das Ende des Segments zeigt. Das entscheidet
iiber die Richtung, in die das Dreieck zeigen
soll, in unserem Beispiel nach oben. Um die
auf der Linie liegenden Eckpunkte des neuen
Dreiecks zu berechnen, dividiert man zunéachst
die Lange der betrachteten Linie durch drei
und fiigt daraufhin die Punkte entsprechend
ein. Fir die x-Koordinate des verbleibenden
Eckpunkts des neuen Dreiecks nehmen wir die
Mitte zwischen dem Startpunkt und dem End-
punkt des Segments. Zum Berechnen der y-
Koordinate addieren wir die Hohe des neuen
Dreiecks zur y-Koordinate des Startpunkts. Die

Hohe lasst sich mit dem Satz des Pythagoras

V3

5~ multipliziert

berechnen und betrégt immer
mit der Lange der Linie.

Abb. 13: Koch-Schneeflocke der 5. Ordnung

Fiir die anderen Fille ist das Vorgehen &hnlich.
Abhéngig von der Ordnung mussten wir nur
noch die Unterprogramme abhingig von den
Ausgangspunkten in der richtigen Reihenfolge

hintereinanderreihen. Mit dem fertigen Pro-
gramm ist es moglich, nur durch die Eingabe
der Ordnung die Koch-Schneeflocke darzustel-
len.

Unsere Sierpinski-Pyramide

CHARLOTTE F. unD KIRA

Neben der Koch-Schneeflocke gibt es noch viele
weitere Fraktale. Beispielsweise das Sierpinski-
Dreieck, benannt nach dem polnischen Mathe-
matiker Wactaw Sierpinski (1882—1969), wel-
ches ein gleichseitiges Dreieck ist, das nach ganz
bestimmten Regeln unterteilt wird. Die Seiten
des Dreiecks (0. Ordnung) werden dabei hal-
biert und aus den drei entstandenen Punkten
wird ein neues Dreieck (1. Ordnung) gebildet.

AAAAAA

n=1

n=2
Abb. 14: Sierpinski-Dreieck in Ordnung 0, 1, und 2

Wenn die Seitenlédnge unseres Dreiecks a lang
ist, dann betrégt der Flacheninhalt \f 2 mit a
als Kantenldnge, was dem Flachemnhalt eines
gleichseitigen Dreiecks entspricht. Fiir die erste
Ordnung wird dann ein Dreieck in der Mitte
herausgenommen, somit blelben des Flachen-
inhalts iibrig. Dieses Schema setzt sich auch
fiir die hoheren Ordnungen fort, womit sich fiir
den Flacheninhalt n-ter Ordnung ergibt:

A, = (3)n (ﬁa2>
4 4
Wie man in der Abbildung sehen kann, nimmt
der Flicheninhalt mit zunehmender Ordnung
immer weiter ab. Der Umfang nimmt aber zu,
denn pro Ordnung und Initiator kommt noch-

mal die halbe Kantenléinge hinzu. Somit erhal-
ten wir fiir den Umfang n-ter Ordnung:

= (2)

Wiéhrend der Flacheninhalt immer kleiner wird,
wird der Umfang immer grofier. Das scheint
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ziemlich unintuitiv, kann allerdings mathema-
tisch erkléart werden, indem man den Grenzwert
fiir die Fléache

lim A, = lim <3) <\/§a2> =0
n—00 n—oo \ 4 4

und den Grenzwert fiir den Umfang

lim U, = lim (3> -3a — o0
n—00 2

n—oo

bestimmt.

Wir haben also ein Objekt, das mit zunehmen-
dem Umfang immer kleiner wird. Diese ,,Ge-
genséatzlichkeit® ist ein typisches Merkmal von
Fraktalen.

Schon am Eréffnungswochenende beschlossen
wir, selbst so ein Fraktal zu bauen. Das bedeute-
te, dass wir viele kleine Pyramiden aus Karton
bendtigten, um eine Sierpinski-Pyramide, al-
so die dreidimensionale Form des Sierpinski-
Dreiecks, zu bauen.

Da es kompliziert ware, aus der Pyramide im-
mer kleinere Pyramiden herauszuschneiden,
hatte unsere Grundbaustein-Pyramide eine
festgelegte Grofle und unser Fraktal als Gan-
zes wuchs mit zunehmender Ordnung. Uber die
Zeit bis zu den zwei Wochen im Sommer bastel-
ten wir fleiflig kleine Pyramiden aus Pappkar-
ton, die allerdings noch nicht zusammengefaltet
waren. Das war dann wéihrend der Akademie
unser Pausenjob. Auf gefdhrlicher Mission im
Papier-Container beschafften Charlotte und
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Charlotte noch weiteres Material fiir noch mehr
kleine Dreiecke. Letztendlich schafften wir es
aber, eine 3-dimensionale Sierpinski-Pyramide
der 4. Ordnung zu basteln, mit der unser Kom-
petenz-Gott Silas die maximale Kompetenz
erreichte.

Kosmologie

CHARLOTTE G., CONSTANTIN, KIRA
UND LETITCIA

Nachdem wir uns mit den mathematischen
Konzepten der Unendlichkeit beschéftigt hat-
ten, wollten wir in der Physik auf die Suche
nach dem Unendlichen gehen. Im Folgenden
wird der physikalische Aspekt unserer Kursar-
beit beleuchtet. Oft verbindet man mit dem
Universum auch die Unendlichkeit, weshalb wir
uns intensiv mit dem Verhalten des Universums
auf verschiedenen Ebenen auseinandersetzten.

Nachts ist der Himmel dunkel. Doch
warum genau?

CHARLOTTE G. UND CONSTANTIN

Wenn man nachts in den Himmel schaut,
kommt man nicht um die Frage herum, warum
der Nachthimmel trotz der vielen Sterne dun-
kel ist. Um diese Frage beantworten zu konnen,
trafen wir zunéchst folgende Annahmen:

1. Der Raum ist unendlich ausgedehnt.

2. Alle Sterne haben eine endliche Ausdehnung
und Leuchtkraft.

3. Es gibt unendlich viele Sterne.
4. Es herrscht eine homogene Sternverteilung.

5. Die Sterne und das Universum andern sich
in beliebigen Zeiten nicht.

Nehmen wir nun an, dass unsere Annahmen
stimmen, so miisste es auch in der Nacht taghell
sein. Denn die unendlich vielen Sterne um uns
herum wiirden auch den Nachthimmel erleuch-
ten.

Betrachtet man das Ganze in einem Modell, so
setzt man zunéchst einen Beobachtungspunkt.
Um diesen Punkt herum liegen, wie bei einer
Zwiebel, Schalen. Diese Schalen werden, je wei-
ter sie von dem Beobachtungspunkt entfernt
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sind, immer gréfer und haben somit auch mehr
Volumen. Das bedeutet im Umkehrschluss, dass
in ihnen mehr Sterne enthalten sind. Dieser
Umbkehrschluss beruht auf der Annahme der
homogenen Sternverteilung. Die Anzahl der
Sterne pro Einheitsvolumen kann mit n be-
zeichnet werden und ist auch als Dichte be-
kannt:
m
n—= —

14
Hierbei ist m die Anzahl der Sterne und V das
Volumen.

Mit diesem n und der Formel fiir das Volumen
einer Kugelschale léasst sich eine allgemeine For-
mel fiir die Anzahl der Sterne in einer Schale
herleiten:

N=n-4mr?.-T

Dabei steht T fiir die Schalendicke und r fir
ihren Abstand zum Beobachtungspunkt.

Betrachten wir einen Stern einzeln, so konnen
wir auch hier eine Formel aufstellen, ndmlich
die Formel fiir den Energiefluss von einem Stern
in der Schale, der den Beobachtungspunkt er-
reicht:
L
1=t

L beschreibt die Menge an Photonen pro Zeit.
Mit unserem vorherigen Wissen iiber die An-
zahl der Sterne in einer Schale kénnen wir so
eine neue Formel aufstellen, die Formel fir den
Energiefluss aus der Schale zum Beobachtungs-
punkt:

F=N-f=L-n-T

Wenn jetzt also in allen Schalen, die unendlich
weiter gehen, immer gleich viele Sterne pro
Volumen sind und alle Licht aussenden, warum
ist es bei uns dann nachts dunkel?

Da Licht sich mit einer Geschwindigkeit von
300 000 000 m/s, der Lichtgeschwindigkeit, fort-
bewegt, brauchte das Licht von den dufleren
Schalen eine beachtliche Zeit, um am Beobach-
tungspunkt anzukommen.

Somit kénnen wir schlussfolgern: Der Nacht-
himmel ist dunkel, weil das Universum nicht
unendlich ist oder ein endliches Alter hat und
das Licht der entfernteren Sterne noch nicht
bei uns angekommen ist.

Dopplereffekt und Emissionslinien

IGNATIUS UND LETICIA

Um besagtes Alter zu berechnen, beschéftig-
ten wir uns zunéchst mit den grundlegenden
Eigenschaften von Licht und dessen Verhalten.

Im Periodensystem existieren Stand 2024 ge-
nau 118 chemische Elemente, aus denen unser
Universum besteht. Jedes dieser Elemente be-
sitzt eigene Charakteristika, eins davon bilden
sogenannte Emissionslinien. Diese sind sozusa-
gen , Elementsignaturen“ und kénnen eindeutig
zugeordnet werden.

Im Kurs setzten wir uns zwar nicht im De-
tail mit deren Ursprung auseinander, allerdings
lasst sich anhand eines Beispiels simpel nach-
vollziehen, wie solche chemischen Unterschrif-
ten zustande kommen. Betrachtet man das Ele-
ment Wasserstoff (H) mit einem Proton und
einem Elektron und fiigt ihm Energie, beispiels-
weise in Form von Wéarme, zu, so wird diese zu-
néchst vom Elektron absorbiert. Dadurch wird
es kurzzeitig auf ein hoheres Energieniveau ge-
hoben, aber die zugefiihrte Energie reicht nicht
aus, um das Elektron in den freien Zustand
zu bewegen. Da das angeregte Elektron die
Energie nicht behalten kann, fallt es auf sein
urspriingliches Energieniveau zurtiick und gibt
dabei die vorher zugefiihrte Energie wieder ab.
Das geschieht in Form von Licht, also mehr
oder weniger energetischen Photonen.

Da sich die Energiedifferenzen fiir die Energie-
niveaus der Elektronen zwischen verschiedenen
Elementen unterscheiden, werden beim Zuriick-
fallen der Elektronen ebenfalls unterschiedliche
Energien, also Wellenléngen, emittiert. Jedes
Element besitzt unterschiedlich viele Elektro-
nen, die wiederum unterschiedliche Energieni-
veaus besitzen, weshalb Emissionslinien cha-
rakteristisch fiir den jeweiligen Stoff sind.

Ein kurzes Ausholen: Licht verhéilt sich be-
kanntlich sowohl wie ein Teilchen als auch wie
eine Welle. In unseren Uberlegungen beschéf-
tigten wir uns explizit mit dem Wellencharak-
ter des Lichts. Betrachtet man eine Welle mit
der Wellenlénge A\ (gesprochen ,Lambda‘“), die
die Strecke zwischen einer Amplitude und der
nichsten beschreibt, kann man ein interessan-
tes Phénomen beobachten: den Dopplereffekt.
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Abb. 15: Darstellung der Wellenlénge

Dieser tritt auf, wenn sich der Sender wahrend
des Aussendens einer Welle vom Empfanger ent-
fernt oder sich diesem ndhert. Dabei wird die
Welle gestreckt oder gestaucht, da eine zusétz-
liche Geschwindigkeit zur eigentlichen Aussen-
dungsgeschwindigkeit vorhanden ist. Gleiches
gilt auch fiir die Bewegung des Empfangers.
Illustriert wird der Dopplereffekt beispielswei-
se durch das Schaubild in Abb. 16.

|

)

'?

Abb. 16: Dopplereffekt, der eine Welle streckt oder

staucht

Ein Beispiel aus dem Alltag ist ein vorbeifah-
render Krankenwagen, da Schall ebenfalls ei-
ne Welle ist und das Signal des Martinshorns
beim Anndhern und beim Wegfahren mit un-
terschiedlicher Frequenz wahrgenommen wird.

Um beide Themen wunderbar im Kosmos zu
verkniipfen, setzten wir uns im Kurs mit einer
der prominentesten Emissionslinien des Wasser-
stoffs auseinander — Ha mit einer Wellenlénge
von 656,28 nm, also ein kréftiges Rot in un-
seren Augen. Die Ha-Linie ldsst sich ndmlich
beispielsweise in Nachbargalaxien messen. Nur
kommt Ha nicht so bei uns an, wie es ausge-
sendet wurde!

Tatséchlich bewegen sich die meisten Galaxi-
en mit einer Relativgeschwindigkeit von uns
weg, und weil sie wahrenddessen natiirlich auch
Wasserstoffemissionslinien emittieren, kommt
hier der Dopplereffekt ins Spiel. Da die Gala-
xien sich wegbewegen und die Wellenlangen
dadurch immer langer, also im Grunde ,réter”,

90

werden, nennt man dieses Phanomen auch Rot-
verschiebung. Somit kénnen wir, wenn wir die
Ho-Wellenldnge messen, die Relativgeschwin-
digkeit bestimmen.

Die Wellenldnge A kann durch

c
A=—
f
beschrieben werden. Hierbei ist ¢ die Lichtge-
schwindigkeit und f die Frequenz.

Da uns der Zusammenhang zwischen Strecke s,
Zeit t und Geschwindigkeit v bekannt ist, stell-
ten wir zusammen eine Formel auf, mit der
man zu bereits erwahnter Relativgeschwindig-
keit der betreffenden Objekte gelangt:

1
)\/:)\+8:)\—i—v-t:)\+v-?

= (o)
S ()
= -(1+Z>

Hierbei ist A die ausgesendete und )\ die emp-
fangene Wellenlénge.

So haben wir beispielsweise herausgefunden,
dass sich die Galaxie NGC 3034, die 3,835 Mpc
entfernt ist, mit unter 100 km/s von uns weg-
bewegt, wihrend Galaxien wie zum Beispiel
NGC 7469 deutlich weiter von uns entfernt
sind und sich proportional auch deutlich schnel-
ler von uns entfernen, in diesem Falle mit
4591 km/s.

Bestimmung des Hubbleparameters

KIRA UND LETICIA

Diese Proportionalitidt wollten wir genauer be-
schreiben konnen. Dazu berechneten wir mit-
hilfe der hergeleiteten Formel die Relativge-
schwindigkeiten von weiteren Galaxien und
schlugen deren Entfernungen zur Erde nach
(siche Tabelle auf der nédchsten Seite).

Mpc steht fir Megaparsec, ein astronomisches
Entfernungsmaf: 1 Mpc = 3,086 - 10'° km.

Die Daten kénnen wir in einem Graphen ver-
anschaulichen. Dafiir zeichneten wir ein Dia-
gramm, dessen x-Achse die Entfernungen der
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Relativ-
Galaxie Entfernung | geschwindigkeit

[Mpc] [km/s]

NGC 3034 3,835 100
NGC 4631 5,097 662,37
NGC 6217 20,643 1192,3
NGC 1357 27,450 2005,1
NGC 3227 18,750 2041,92
NGC 6181 31,281 2183,5
NGC 3471 28,071 2215,5
NGC 6764 27,978 2252.0
NGC 7469 59,756 4590,9

Datenquelle: https://ned.ipac.caltech.edu/,
Stand: 19.09.2024

Galaxien und dessen y-Achse deren Relativge-
schwindigkeiten darstellt. Da die Punkte dem
Trend einer Geraden folgen, zeichneten wir eine
Naherungsgerade ein.

Relativ. «ikmss)  Hubble-Diagramm — x

qt-at:i|n'ii|d1'uk"ilA
40004
3000+
v=H's
1% H=vw/s
20004 —2100km/s
A ~ 30Mpc
2100km/s .
=708
10004
X
4 30Mpc
T = :>\|_\|p:]

15 30 45 60

Entfernung

Abb. 17: Hubble-Diagramm

Ein solches Diagramm wird auch Hubble-Dia-
gramm genannt, da es erstmals von Edwin
Hubble (1889-—1953) gezeichnet wurde. Die
Gerade zeigt erneut, wie wir schon festgestellt
haben, dass die Relativgeschwindigkeiten in ei-
nem proportionalen Zusammenhang mit den
Entfernungen der Galaxien wachsen.

Dieser proportionale Zusammenhang ldsst sich
mit der Steigung der Geraden beschreiben, die
Hubbleparameter H genannt wird. Er betragt
bei unserem Diagramm 70 Sllﬁ/ﬁ)c, wobei der
aktuelle Literaturwert des Hubbleparameters
H=742+36 S.‘gg;m betrigt.

Der Kehrwert des Hubbleparameters wird Hub-
ble-Zeit ty genannt und stellt das Alter des
Universums dar. Die Hubble-Zeit konnen wir

mit unserem Wert fiir den Hubbleparameter
berechnen. Wir haben also den Kehrwert von
70 S.lli/[n;m genommen, die Einheit zu Jahren um-
gewandelt und dann folgendes Ergebnis erhal-

ten:

tg ~ 13,997 Milliarden Jahre

Das Universum ist also nach unseren Berech-
nungen ungefihr 14 Milliarden Jahre alt.

Somit fanden wir die Unendlichkeit nicht im
Alter des Universums. Einen demonstrativen
Geburtstag feierten wir trotzdem.

Weltenmodelle und die Friedmann-Glei-
chung

CHARLOTTE G. UND CONSTANTIN

In unseren vorherigen Berechnungen gingen
wir von einer linearen Ausdehnung des Univer-
sums aus. Doch das ist nicht der Fall. Mit der
Aufstellung eines Weltenmodells kénnen wir
das Verhalten des Universums beschreiben und
Vorhersagen iiber die zukiinftige Entwicklung
treffen. Jedoch benotigt dieses Modell ein paar
Grundannahmen:

Als erstes nehmen wir an, dass das Universum
in jede Richtung gleich aussieht, und das fir
jeden Beobachter im Universum. Diese Annah-
me kann einem erstmal komisch vorkommen —
wenn wir den Sternenhimmel beobachten, dann
sieht es offensichtlich nicht iiberall gleich aus.
Doch wenn wir uns das Universum auf immer
grofer werdenden Skalen anschauen, wird es
immer gleichméfiger. Diese Ortsunabhéngig-
keit nennt man auch Homogenitét.

Auflerdem gehen wir davon aus, dass das Uni-
versum in jeder Richtung gleich funktioniert.
Schon Kopernikus zeigte, dass die Erde nicht im
Mittelpunkt des Sonnensystems steht. Ebenso
nimmt die moderne Kosmologie an, dass wir
uns an keiner ausgezeichneten Stelle im Uni-
versum befinden, genauso wenig wie alle an-
deren Beobachter. Dann muss das Universum
um jeden Punkt herum richtungsunabhéingig
sein und somit auch keinen Mittelpunkt haben.
Diese Richtungsunabhéngigkeit heifit auch Iso-
tropie.
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Im Raum unseres Modells ist also jeder Punkt
isotrop und homogen. Wir kénnen einen belie-
bigen Punkt betrachten, uns eine Kugel mit
dem Radius R darum denken und ein Test-
teilchen auf die Kugeloberfliche setzen. Diese
Kugel besitzt iiberall die gleiche Dichte p und
den gleichen Druck P, da sie sonst nicht homo-
gen ware. Alle Eigenschaften dieser Kugel sind
nur noch von der Zeit ¢t abhéngig.

Wir miissen auflerdem darauf achten, dass das
Verhalten der Kugel nicht von ihrer absolu-
ten Grofle abhédngt. Sonst kéonnte zum Bei-
spiel eine kleinere Kugel im Inneren der grofien
Kugel schneller oder langsamer wachsen oder
schrumpfen als ihr grofles Gegenstiick. Somit
wiirde die Kugel nicht homogen bleiben. Dar-
aus folgern wir, dass die Kugel so klein gewéahlt
werden kann, dass in ihr das Newtonsche Gra-
vitationsgesetz

F = — = —
¢ R2 3

gilt und die Kugel trotz allem noch als Modell-
universum betrachtet werden kann. Hierbei ist
F¢ die Gravitationskraft, G die Gravitations-
konstante, m eine Testmasse und M die Masse,
R der Radius und p die Dichte der Kugel.

Die Masse M kann durch
4
M=Vp= %R:}’p
mit
4
V=—R
3

beschrieben werden.

Mit simplen physikalischen Gesetzen konnten
wir nun eine Gleichung aufstellen, die das Ver-
halten des Modelluniversums beschreibt. Dazu
bendtigten wir lediglich:

« Das Newtonsche Gravitationsgesetz
e Das Gesetz der Kraft F=m-a
e Den Energieerhaltungssatz

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen
Radius R, Geschwindigkeit v und Beschleuni-
gung a:
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Nun kénnen wir eine Bewegungsgleichung

m-R= —Tme

aufstellen, indem wir die Kraft m - ¢ mit der
Gravitationskraft F gleichsetzen. Bevor wir
uns die Losung dieser Differenzialgleichung an-
schauen, miissen wir noch den Skalenfaktor a
einfithren. Er beschreibt das Verhaltnis zwi-
schen dem Kugelradius R und ihrem heutigen
Radius Ry:

Diesen benétigen wir im unten folgenden Gra-
phen. Der Skalenfaktor zeigt die Grofie des
Universums, genormt auf die heutige Grofle.

Bei der Losung der Gleichung kommt ein wei-
terer Parameter hinzu: der Krimmungspara-
meter k. Es gibt verschiedene Moglichkeiten,
welchen Wert dieser haben kann:

o k = +1: Elliptisches/sphérisches Universum

e k = 0: Euklidisches Universum (Weltall of-
fen /unendlich oder geschlossen/endlich, Uni-
versum flach)

e k = —1: Hyperbolisches Universum (sattel-
formig)

Momentan wird ein flaches, offenes Universum
mit k& = 0 favorisiert, mit unserer Rechnung
kénnen wir aber auch andere Modelle beschrei-
ben.

Fiir das Herleiten und Losen der Differenzial-
gleichung hétte die Akademiezeit nicht ausge-
reicht, deshalb schauen wir uns nur die geloste
Gleichung an, die sogenannte Friedmann-Glei-
chung:

a\? Qo 1—Q0—Qn
(0) = ()

mit der Hubble-Funktion
a
H(t) = —
="

Der heutige Wert Hj ist der Hubbleparameter,
den wir im vorigen Abschnitt selbst berechnet
haben:
km
s - Mpc

Hy~ 170
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Die Friedmann-Gleichung ist eine der zentralen
Gleichungen der Kosmologie. Sie beschreibt
die Verdnderung der Grofle des Universums in
Abhéngigkeit von der Zeit. Dabei kommen zwei
wichtige Dichteparameter vor, die die Dynamik
des Universums bestimmen: ¢ und €2,.

o ()g ist die Energiedichte der Materie. Un-
ter Materie sind baryonische Materie und
Dunkle Materie zusammengefasst. Die ba-
ryonische Materie ist die ganze bekannte
Materie, wahrend die Dunkle Materie eine
unbekannte Materie beschreibt, die lediglich
durch die Gravitation wechselwirkt (deshalb
,dunkel“). Sie ziehen das Universum mit ih-
rer Gravitationswirkung ,,zusammen®.

e ) ist die Energiedichte der Dunklen Ener-
gie. Sie ist eine unbekannte Kraft, die das
Universum ,auseinanderzieht®.

Wenn wir diese Werte verdndern, bekommen
wir viele verschiedene Modelle fiir unser Uni-
versum: die Weltenmodelle.

Im folgenden Diagramm (Abb. 18) ist auf der y-
Achse der Skalenfaktor von vorher dargestellt,
er beschreibt die Groéfle des Universums. Auf
der x-Achse ist die Zeit in Milliarden Jahren
zu sehen. Alle Linien gehen durch einen Punkt,
da dieser die aktuelle Grofle des Universums
darstellt. Zwei Linien stechen besonders heraus:
Rot und Gelb.

L
rd

2 =03 Q,=03
-O‘A = 0 QA = 0,7

Relative GréBe des Universums (a[t])

A 4

Jetzt
Zeit in Milliarden Jahren

Abb. 18: Verschiedene Weltenmodelle, die aus der

Friedmann-Gleichung folgen

Die gelbe Linie zeigt einen besonderen Extrem-
fall. Sie geht von einem Universum mit sehr
viel Materie aus, aber keiner Dunklen Energie.

Dabei fillt das Universum in sich zusammen,
da die Ausbreitungsgeschwindigkeit durch die
Gravitationswirkung immer langsamer wird,
bis sie schlieflich negativ wird.

Die rote Linie stellt die realen Daten dar. Das
Universum besteht aus tiberwiegend Dunkler
Energie, was die Expansion immer weiter vor-
antreibt. Es wird also immer schneller immer
grofler.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Mit der
Hilfe eines simplen Modells konnten wir die
Dynamik des Raums beschreiben. Wir kénnen
mit Hilfe der Weltenmodelle nicht sagen, ob der
Raum endlich oder unendlich ist. Also haben
wir auch hier die Unendlichkeit nicht eindeutig
gefunden. Wenn wir aber gemessene Daten fiir
die Materie und Dunkle Energie einsetzen, ist
eine immer schneller werdende Ausdehnung des
Raums zu beobachten.

Um fiir den kompletten Kosmologieteil zu spre-
chen, befassten wir uns in der Gesamtheit dieses
Kapitels mit zwei wesentlichen Eigenschaften:
dem Alter des Universums und der Raumaus-
dehnung.

Exkursion

IGNATIUS UND JOAKIM

Am Montag, den 2. September, fuhren wir frith
morgens mit dem Bus los. Dieser brachte uns
nach Heidelberg in die Ndahe des Hauptbahn-
hofs, wo sich die Mathematik-Informatik-Stati-
on (MAINS) befindet. Dort durften wir uns die
Ausstellung iiber Leonardo da Vinci anschau-
en, in der einige seiner Erfindungen vorgestellt
wurden.

Da die Ausstellung interaktiv gestaltet war,
konnten wir einen Fallschirm aus Papier bas-
teln, tiberpriifen, ob wir die natiirlichen Pro-
portionen des vitruvianischen Menschen auf-
weisen, die Leonardo-Briicke bauen und uns
mit Zahnradern beschéftigen.

In der MAINS gab es auch eine Ausstellung
iiber KI. Dort konnten wir unseren inneren
Dirigenten durch Kl-gestutztes Dirigieren her-
auslassen, mit Schwarzen Léchern ,,Pong* spie-
len und einen maschinellen Lernprozess beob-
achten. Nach der Verabschiedung und einem
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Gruppenfoto vor der MAINS machten wir uns
auf den Weg zur néchsten Bushaltestelle.

In der MAINS-Ausstellung

Auf dem Weg konnten wir das Haus von Kirch-
hoff bestaunen, in dem er seine Spektralanalyse
auf die Sonne anwendete, und ein Gruppenfoto
vor der Bunsenstatue auf dem Akademieplatz
aufnehmen. Ein Eis konnten sich einige von
uns auch nicht entgehen lassen.

Experimentieren in der MAINS Ausstellung

Mit der Buslinie 30 ging es dann hinauf zum
Haus der Astronomie auf dem Koénigstuhl. Dort
empfing uns Carolin Liefke, die auf diesem Ge-
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lande unser , Tourguide®* war. Wir liefen in das
Planetarium im Haus der Astronomie. Dort
begaben wir uns auf eine Reise durch das Uni-
versum.

Bau der Leonardobriicke

Frau Liefke erklarte uns die Anlage und starte-
te die Projektion. Zuerst zeigte sie uns die Bah-
nen der Planeten unseres Sonnensystems, dann
die Sternbilder unseres Nachthimmels und un-
sere Heimatgalaxie, die Milchstrafle, die man
von der Erde aus als Band am Nachthimmel
bestaunen kann. Von unseren bequemen Sitzen
aus konnten wir das Universum in immer grofie-
ren Maflstdben betrachten, bis sich schlieflich
das gesamte beobachtbare Universum vor uns
erstreckte.

Bevor wir das Planetarium verlieen, durften
wir noch einige Fragen stellen, die uns Frau
Liefke verstédndlich beantwortete. Nach einer
kurzen Pause, in der wir uns jeder ein Exem-
plar des ,Spektrum der Wissenschaft — Sterne
und Weltraum“ aussuchen durften, machten
wir uns auf den Weg zur Landessternwarte Koé-
nigstuhl unweit des Hauses der Astronomie.
Dort wurde uns ein Teleskop gezeigt und Frau
Liefke erzahlte uns von den Schwierigkeiten,
auf die man trifft, wenn man einen Asteroiden
entdeckt und benennen méochte.

Zuletzt besuchten wir das Max-Planck-Institut
flir Astronomie. Dort zeigte sie uns Projekte,
Arbeiten von Auszubildenden und die zum In-
stitut gehorige Bibliothek. Zum Abschluss gin-
gen wir auf das Dach des Instituts, von wo aus
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wir das galaxieférmige Haus der Astronomie
bewundern konnten und ein letztes Gruppen-
foto machten. Nachdem wir uns von unserer
Gastgeberin verabschiedet hatten, holte uns
der Bus wieder ab und beférderte uns zuriick
zum Eckenberg.

Doppelastrograf in der Sternwarte am Konigstuhl

Fazit

BENEDIKT, CHARLOTTE F., FELIX,
IGNATIUS UND LETICIA

Zusammenfassend kann man sagen, dass der
Mathematik- und Physikkurs in den zwei Wo-
chen sein Bestes gab, sich etwas unter dem Be-
griff Unendlichkeit vorzustellen. Dazu erforsch-
ten wir die bereits erwarteten Bereiche Mathe-
matik und Physik und lernten dabei auf eine
von der Schule abweichende und bessere Art
viel Neues und Aufregendes. Das Thema birgt
so viele Facetten, dass sich beim Beantworten
einer Frage zehn neue ergaben, wodurch unser
Kurs nicht nur aus Rechnen und Rétseln, son-
dern auch aus Diskussionen, Besprechen und
Austauschen bestand. Die duflerst spannende
Exkursion nach Heidelberg war ein gelungener
Einblick in die Welt der Wissenschaft.

Unsere Kurs-Atmosphére war sehr angenehm,
in den Pausen bastelten wir an unseren Sier-
pinski-Pyramiden, 16sten Manas (Rétsel), desi-
gnten unsere Kurs-T-Shirts, aflen Kekse und
hatten sehr viel Spafl miteinander. Ausschnit-
te unserer lustigsten Momente sind in unserer
Zitatesammlung nachlesbar. Wir empfanden
die Zeit im Kurs als sehr angenehm und lehr-
reich. Wir sind tiberaus gliicklich mit unserer
Kurswahl und gehen zufrieden und mit neu-
en Denkweisen, neuem Wissen, Freunden und
Erinnerungen zuriick in unseren Alltag. Un-
endlichkeit — wir sind bereit!

Zitate

LAURA

¢ ,Was sind natiirliche Zahlen?“ — 28.08.24
(Charlotte)

¢ ,Kocht man mit der Kochkurve den Roma-
nescokohl?* — 29.08.24 (Thorsten)

o ,Was ist hot (Hot)7“ — 01.09.24 (Lukas)
e Schreibst du jetzt mit Kreide auf Papier?“
— (Silas)
»Ja, klappt voll gut.* — 01.09.24 (Anna Lena)
e ,Uh, Peppa ng!“ — 02.09.24 (Laura)

e ,Was hat Spider-Man mit Unendlichkeit zu
tun? — 05.09.24 (Joakim)

o Silas ist der Kompetenz-Gott.“ — 05.09.24
(Leticia)

o Ich will nur wissen, was 52 ist* — 11.10.24
(Ignatius)

e Ich versteh, was du meinst, Felix! Ich weif3,
was du sagen willst, Felix! Felix!“ — 11.10.24
(Ignatius, den’s absolut nicht interessiert)

'“

e ,Reden wir mal iiber das Doénerbrot
11.10.24 (Charlotte bei der Gruppenarbeit)
»3034, mein Lowe, mein Bar, mein Baby“
—11.10.24 (Charlotte)

»Sophisticatete Quantifizierung” — 12.10.24
(Constantin)
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Anhang: Romanescokohlrezept

CHATGPT uND CHARLOTTE G.

Rezept fiir die Zubereitung von Romanescokohl
(gekocht mit der Kochkurve)

Zutaten:

¢ 1 Kopf Romanescokohl
e Salz

o Wasser

Zubereitung:

1. Vorbereitung: Romanescokohl griindlich wa-
schen und in Roschen teilen.

2. Kochen: Einen Topf mit Wasser fiillen, salzen
und zum Kochen bringen (Kochkurve optional).
Die Romanescokohl-Réschen hinzufiigen.

3. Garzeit: Den Kohl 5-7 Minuten kochen, bis
er zart, aber noch bissfest ist.

4. Abgielen: Réschen in ein Sieb abgieen und
kurz abtropfen lassen.

5. Servieren: Nach Belieben mit etwas Olivenol,

Zitronensaft oder Butter warm servieren, ge-
nieBen und einen Vortrag tiber Fraktale halten.
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